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Summary

Proceeding from the work of LANDAUER(1970) and ANDERSON ET. AL. (1980)
it was at the beginning of the 1980’s when the investigation of the scattering at
1D disordered systems moved into the center of interest of a small communtiy of
physicists. Based on a consideration, which goes back to LANDAUER(1970) and is
sketched in appendix A, it is claimed that the specific resistance of systems, which
may be described by the 1D Schrodinger equation, is, at T" = 0K, determined
only by the proportion of reflected to transmitted current.

As a rule as far as the investigation of disordered systems is concerned one
is not interested in the features of one special realization but in their ensemble
average.

Based upon a multitude of works, which I will cite within the running text,
I followed the goal to gain exact expressions for the averaged values and prob-
ability distributions of all in the investigation of the scattering solution of the
1D Schrodinger equation interesting quantities. Apart from the gain of exact
expressions, simplicity and lucidity of the derivation and last but not least
evaluability of the same were in the center of interest. It has been tried, merely
from the structure of the gained equations, independent of concret models of
disorder, to arrive at as many statements as possible about disordered systems,
that means to classify disordered systems for their possible behaviour and to give
criteria for the respective class membership. The results of my efforts refering
thereto may be found in the chapters 2-4.

First and foremost I establish in a somewhat extensive Introduction/ Survey
the relation to a part of the rich number of works, which have already been
published in this field of problems.

In the 5th and last chapter of this work I give a solution for the problem
of the resistance at high number density per wavenumber raised by ERDOS &
HERNDON(1982) and picked up by FELDERHOF & FORD(1986).

The reproduction of one section and two further chapters had to be dispensed
for a lack of time.

In a further section of the 3rd chapter equivalences with and between older
works should have been shown.

In a 6th chapter it was planned to put down in writing concrete results for the
probability distributions of the resitance for the limiting case of gaussian white
noise type potentials, which I investigated jointly with Prof. 1. Peschel, as well
as for the Landauer limes (s. IV.4).

A Tth chapter, mainly basing upon the results of the 4th chapter, should
have shown, if, and if true, how it is possible to get within Landauer’s model
a behaviour of the average resistance differing from the Landauer behaviour or
even a linear growth of the average resistance.

I want to point out that all problems which may be reduced to a product of



random matrices may be treated in the same manner.
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Introduction/Survey

Schon frith wurde man gewahr, dafl die elektrischen Transporteigenschaften von
Metallen bei Unordnung der Atome qualitativ keine Anderung erfahren [s. ERDOS
& HERNDON(1982) und Referenzen darin sowie ASHCROFT & MERMIN(1976),
p.309-310]. Dies gilt sowohl fiir thermische, d.h. durch Phononenanregung
als auch fiir statische, d.h. durch Versetzung oder verschiedene Konstituenten
(Legierungen) bedingte, Unordnung. Lediglich der Restwiderstand wiirde bei
perfekter Periodizitit verschwinden. Ansonsten zeigen auch fliissige Metalle einen
linear mit der Lange wachsenden Widerstand, und es nicht mehr offentsichtlich,
dal man eine Fliissigkeit als kleine Storung eines Einkristalls auffassen kann,
wie man dies liblicherweise bei der Berechnung der Leitfahigkeiten verunreinigter
Metalle annimmt.

Wie immer besteht daher der Wunsch, exakt 16sbare Modelle zu untersuchen.
Dazu mufl man in der Regel Nachteile in Kauf nehmen, d.h. man mufl Modelle
betrachten, von denen man a priori nicht weif}, inwieweit sie reale physikalis-
che Systeme beschreiben. Der groBe Erfolg des Kronig-Penney-Modells [KRO-
NIG & PENNEY(1931)] bei der Erklérung der Bandstruktur in Kristallen, legt
es nahe auch die elektrische Leitfahigkeit von Metallen in einem 1D Modell zu
beschreiben. Einem dieser Modelle, dem Landauer-Modell [LANDAUER(1970)],
ist diese Untersuchung gewidmet.

Dazu betrachten wir zunachst die Streuung von Elektronen in 1D, an dem
durch die Atomriimpfe erzeugten effektiven Potential [Bild (1.1)]. Es scheint
offensichtlich, daf§ die in Bild (1.1) skizzierte Streuung von Elektronen etwas mit
dem elastischen Anteil des elektrischen Widerstandes zu tun haben mufl. Kommt
nur ein geringer Teil der einlaufenden Welle durch, so wird der Widerstand grof3
sein und umgekehrt. Zusétzlich weifl man empirisch (s. a. Kapitel 2.4), dafl
Transmissionsmaxima erlaubten Zustanden entsprechen.

Es bereitet allerdings einige Schwierigkeiten, diese intuitiv erwartete Ver-
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Figure 1.1 : From the left a wave 1; hits a chain of chaotic obstacles, a part 1, is
reflected, another part v, passes, is transmitted.

kniipfung zu quantifizieren. Die ersten, relativ einfachen Uberlegungen hierzu
wurden von LANDAUER(1970) angestellt und sind im Anhang A wiedergegeben.
Landauer fand, dal bei T'= 0K der Widerstand {2 gemaf

h

mit dem Verhéltnis von Reflexion |r|” zu Transmission [t|

I

p= |t|2 (1.2)

verkniipft ist. h ist dabei das Plancksche Wirkungsquantum, e die Elementar-
ladung und 7h/e? &~ 1200012.

In der Folgezeit wurde, angefangen mit der Arbeit von ANDERSON et. al.(1980)
tiber BUTTIKER et. al.(1985), LANDAUER(1987) und STONE & SZAFER(1988),
um nur einige Stationen zu nennen, versucht, die Landauer-Formel (1.1) auf
ein besseres Fundament zu stellen.

Auch wenn ich diesen Uberlegungen etwas distanziert gegeniiberstehe, so ist
doch die Streuung von Wellen in 1D ungeordneten Systemen ein hochst inter-
essantes Problem, wobei ich darauf hinweisen mochte, dafl das 1D Streuprob-
lem auch bei der Ausbreitung von Phononen, bei der Warmeleitung und bei der
Ausbreitung von Lichtwellen in Medien mit statistisch variierendem Brechungsin-
dex Verwendung findet, d.h. grundséatzlich bei allen Phanomenen, die durch 1D
Wellengleichungen beschrieben werden konnen. Den interessierten Leser verweise
ich hierzu auf die Ubersichtsartikel von Isa11(1973) und JOHN(1988).

Vereinfachen wir jetzt in Vebindung mit (1.1) und (1.2) die Sprechweise und
bezeichnen p als (dimensionslosen) Widerstand. Dann taucht im Zusammenhang



mit Landauers Formel folgendes Problem auf:

Bei ungeordneten Systemen ist man in der Regel nicht an den speziellen Eigen-
schaften eines Systems, sondern an Mittelwerten iiber viele Systeme interessiert.
LANDAUER(1970) selbst fand nun unter vereinfachten Annahmen, dem sogenan-
nten Landauer-Limes, den ich in V.3 erlautern werde, dafl das Ensemble-Mittel
des Widerstandes (p)y exponentiell mit der Anzahl N der Streuer wéchst, d.h.

() ~ eV, (1.3)

Schlimmer noch, spéter zeigte sich [s. z.B. ERDOS & HERNDON(1982)], was
bereits von LANDAUER(1970) vermutet worden war, dafi namlich auch die rela-
tive Varianz 03, ~ des Widerstandes exponentiell divergiert, in Formeln

2

2 — ’
Uz’N — <p >N 2<p>N ~ ea N' (1.4)

(P&

Dies bedeutet, dafl man bei der Messung von p an verschiedenen Systemen des-
selben Ensembles sehr verschiedene Werte finden wiirde, die in der Regel stark
vom Mittelwert (p)y abweichen. Der mittlere Widerstand ist daher keine typis-
che Grofle, die man in einem Experiment an einem bestimmten System messen
wiirde.

Das sich in (1.3) und (1.4) ausdriickende Landauer-Verhalten des Wider-
standes bereitet einiges Kopfzerbrechen und wirft Fragen auf. An erster Stelle
steht die Frage:

Ist das Landauer-Verhalten typisch fiir 1D Systeme oder nur ein Aus-
druck mangelhafter Modelle und/oder Rechenkunst?

Die Antwort ist:

Die iiberwiegende Mehrheit aller Autoren, die auf diesem Gebiet tatig
waren und/oder es noch sind!, glaubt, da das Landauer-Verhalten
typisch ist. Soweit mir bekannt ist, iben einzig ERDOS & HERN-
DON(1982) in ihrem Ubersichtsartikel Kritik und melden Zweifel an.

Im Gegenzug dazu gibt es, soweit ich es iiberblicke, keinen Beweis fiir diese An-
nahme.

Zur Klarung dieser Situation bedarf es zunachst exakter Formeln zur Beschrei-
bung der Streuung in einer Dimension, die die zugrunde liegende physikalische
Situation berticksichtigen. Hier wurde bereits viel Arbeit geleistet.

Prinzipiell ist man an der Berechnung der Mittelwerte der Momente des
Widerstandes p, des Transmissions- und Reflexionsvermogens |1§|2 und |r|2 sowie

1Seit der Arbeit von LANDAUER(1970) sind iiber 300 Arbeiten erschienen



deren Kehrwerte interessiert. Allergrofites Interesse besitzt jedoch die Berech-
nung der Verteilungsfunktionen dieser Groflen, z.B. die des Widerstandes py(p),
die allein ja bei einem eventuellen Experiment gemessen wiirden. Nachdem AN-
DERSON et. al.(1980) feststellten, dal (In(1 + p))n im Landauer-Limes linear
mit der Anzahl der Streuer skaliert, und wichtiger, daf} die relative Varianz von
In(1 + p) im thermodynamischen Limes gegen Null geht und damit (In(1 + p))n
mef3bar ist, ist man auch stark an der Berechnung der Mittelwerte der Momente
von In(1 + p) sowie dessen Verteilungsfunktion py[In(1 + p)] interessiert.?

Zur Berechnung dieser Groflen sind mir 3 verschiedene Methoden bekannt.
Die erste benutzt Diagrammtechniken und ist vertreten durch die Arbeiten von
BERENZINSKII(1974), darauf aufbauend MELNIKOV(1980a,b)3, dann durch die
Arbeit von ABRIKOSOV & RYZHKIN(1978) und darauf aufbauend ABRIKOSOV(1981)
sowie auch die Arbeit von KREE & SCHMID(1981). Ein Nachteil dieser Arbeiten
ist, dafl sie ausschliellich Potentiale vom Typ Gaufischen weifilen Rauschen ver-
wenden. Bei diesem Potentialtyp gibt es keinen Abstand benachbarter Atome,
so dafl die damit gewonnenen Aussagen a priori nicht auf realistischere Modelle
tibertragen werden kénnen. Allerdings gelang es ABRIKOSOV(1981) fiir diesen
Potentialtyp, die Verteilungsfunktion des Kehrwertes des Transmissionsvermogens
PN <|t|72> zu berechnen.

Die zweite Methode versucht Differentialgleichungen vom Typ der Fokker -
Planck-Gleichung fiir die Mittelwerte der obengenannten Momente und deren
Verteilungsfunktionen herzuleiten und fungiert unter dem Stichwort invariante
FEinbettung. Diese Methode ist vertreten durch die Arbeiten von KUMAR(1984),
HEINRICHS(1986), JAYANNAVAR(1987) und RAMMAL & DoucoT(1987). Auch
diese Autoren miissen auf Potentiale vom Typ Gaufischen weifien Rauschen zuriickgreifen,
um zu expliziten Losungen zu gelangen. Die damit gefundenen Ergebnisse stim-
men mit denen von ABRIKOSOV(1981) tiberein. Man erkennt auch die nahe
Verwandschaft beider Techniken, wenn man die Diagramme von RAMMAL &
DoucoT(1987) mit denen von BERENZINSKII(1974) vergleicht. Ebenso méchte
ich noch die Arbeit von WELLER & KASNER(1988) erwihnen, die ein diskretes
Analogon zur Technik der invarianten Einbettung bildet und zwischen beiden
Techniken steht.

Die dritte und letzte Methode, auf die sich meine Arbeit stiitzt, ist der Trans-
fermatrixformalismus. FEin grofler Vorteil des Transfermatrixformalismus ist es,
dafl dieser, wie wir in I[.2 sehen werden, auf natiirliche Weise die Zerlegung des

2Vorsicht ist bei der Interpretation des Sachverhaltes geboten, daf die relative Varianz von
In(1+4p) gegen Null konvergiert. Dies bedeutet lediglich, daf§ die Verteilungsfunktion irgendwie,
aber nicht notwendigerweise gau3formig, um (In(1+ p)) x konzentriert ist. Eine Approximation
der wahren Verteilungsfunktion von In(1 + p) durch eine Normalverteilung muff auch nicht
besonders aussagekraftig sein, da sich viele Verteilungsfunktionen durch Normalverteilungen
approximieren lassen. Eine Normalverteilung von In(1 + p) kann nur durch eine Berechnung
von py|[In(1 + p)] im Einzelfall nachgewiesen werden.

3Spiter [MELNIKOV(1981,1982)] verwendet Melnikov dann den Transfermatrixformalismus



zugrunde liegenden physikalischen Problems in atomare Einheiten wiedergibt.
Ein Nachteil des Transfermatrixformalismus blieb bisher, dafl es nicht moglich
schien, die Mittelwerte aller obengenannter Groflen zu berechnen. Studiert man
die Arbeiten von ABRAHAMS & STEPHEN(1980), ERDOS & HERNDON(1982)
und FELDERHOF(1986), so gewinnt man den Eindruck, dafl man lediglich die
Mittelwerte von Momenten des Widerstandes (p™)y und des Kehrwertes des
Transmissionsvermogens ([t| ™)y, m € N bestimmen kann, wobei es zusétzlich
grofle Schwierigkeiten zu bereiten scheint, fiir m > 2 explizite Formeln zu gewin-
nen.

PENDRY (1982) zeigte, wie man fiir alle ganzzahligen Momente von p explizite
Formeln gewinnen kann. Dies wurde dann von KIRKMAN & PENDRY(1984a)auf
alle Momente von 1/t¥, v € C ausgedehnt. Diese Momente besitzen jedoch
keine physikalische Bedeutung und entscheidend ist die Arbeit von KIRKMAN &
PENDRY (1984b), wo es beiden Autoren geling, exakte Ausdriicke?® fiir (|t[*)y, v €
C abzuleiten. Die von Pendry bzw. Kirkman & Pendry benutzte Vorgehensweise
findet man auch noch einmal bei PENDRY(1988) zusammengefaflt.

Die Ableitung der Ergebnisse von PENDRY(1982,1988) und KIRKMAN &
PENDRY (1984a,b) ist jedoch sehr umsténdlich und schwer nachvollziehbar. Ins-
besondere bleibt die mathematische Rechtfertigung fiir das Verfahren der an-
alytischen Fortsetzung unklar, was mit ein Hauptgrund fiir die bisher geringe
Akzeptanz dieser Arbeiten sein diirfte. Auflerdem waren beide Autoren nicht
in der Lage, fiir die anderen obengenannten Momente sowie deren Verteilungs-
funktionen exakte Formeln anzugeben. Allerdings mochte ich bemerken, dafl
vermutlich der vorzeitige Tod einer der beiden Autoren (Kirkman) daran Schuld
ist, dafl die Situation bis heute so unbefriedigend blieb.

Licht in die Arbeiten von PENDRY(1982,1988) und KIRKMAN & PENDRY(1984a,b)
gelangt jedoch beim Studium der Arbeit von MELLO(1986). Dieser benutzte als
erster systematisch die Darstellungstheorie der Gruppe SU(1,1), zu der die Trans-
fermatrizen gehéren, um einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Gruppe SU(1,1)
zu beweisen. Ware ihm dies gelungen, so hétte ihm dies die Verteilungsfunktion
des Widerstandes py(p) und iiber die Stromerhaltung (s. II.1) auch aller anderen
obengenannten Grofien geliefert, womit das in dieser Arbeit untersuchte Problem
vollstandig gelost gewesen ware.

Der erste wichtige Teil meiner Arbeit besteht nun darin, daf§ ich im 3-ten
Kapitel zeige, wie die von MELLO(1986) eingefiihrte Technik der harmonischen
Analyse auf Gruppen, kurz Spektralanalyse, dazu benutzt werden kann, fiir
alle obengenannten Mittelwerte einschliefilich deren Verteilungsfunktionen ex-
akte Formeln im Transfermatrixformalismus abzuleiten. Ich werde dabei auf die
Ergebnisse der Darstellungstheorie von Gruppen zuriickgreifen und im Rahmen
der analytischen Darstellungen der SU(1,1) wird sich zeigen, daf} die von KIRK-

4Der von ihnen gefundene Ausdruck fiir (|t[*)y, v € € ist exakt, wie ich in IT1.4 zeigen
werde, da deren G1.(21) fiir alle und nicht nur fiir kleine A giiltig ist.



MAN & PENDRY(1984a,b) durch analytische Fortsetzung gewonnenen Resultate
richtig sind. Auflerdem wird von diesem Standpunkt aus die Berechnung der
ganzzahligen Momente des Widerstandes sowie des Kehrwertes des Transmis-
sionsvermogens in neuem Licht erscheinen.

Das anschlielende 4-te Kapitel handelt von der Berechnung der N-ten Potenz,
oder allgemeiner von Funktionen, linearer Operatoren. Dies ist notwendig, stellt
es sich im 3-ten Kapitel doch heraus, daf§ im Rahmen des Transfermatrixfor-
malismus die Berechnung der Mittelwerte der obengenannten Momente zu einem
wesentlichen Teil auf die Berechnung des (0,0)-Matrixelementes(ME) der N-ten
Potenz einer im allgemeinen unendlichdimensionalen Matrix zuriickgefithrt wird.

Fir endlichdimensionale Matrizen gebe ich zuerst die exakte, allgemeine und
explizite Formel an. Dann betrachte ich einige Spezialfille in denen die allgemeine
Formel besonders einfache Gestalt annimmt. Nach einer einfachen Bedingung
dafiir, daf§ der grofite Eigenwert(EW) im (0,0)-ME der N-ten Potenz, der fiir
den Widerstand mafigeblichen gemittelten 3D Darstellung, vorkommt, untersuche
ich von der allgemeinen Formel ausgehend das mogliche Wachstumsverhalten
des Widerstandes. Dabei wird sich zeigen, dal neben dem bereits bekannten
[s. ErRDOS & HERNDON(1982)] exponentiellen Anstieg und einem Oszillieren
des Widerstandes in speziellen Fillen auch noch lineares(!) und quadratisches
Wachstum moglich sind.

Zum Schlufl gebe ich auch noch Schranken fiir die EW an, die im (0,0)-
ME vorkommen konnen, wobei ich zu dem vielleicht bemerkenswertesten Re-
sultat dieser Arbeit gelange, dal ndmlich immer dann exponentielles Wachsen
des mittleren Widerstandes bzw. von dessen Momenten eintritt, wenn “Eins”
nicht EW der zugehorigen in die N-te Potenz zu erhebenden Matrix ist. Dieses
Ergebnis ist das Analogon, des von ISHII(1973) in das engverwandte Problem
der Lokalisierung von Eigenzustinden in 1D eingefithrten Furstenberg Theorems
[FURSTENBERG(1963)].

Abschlieend bemerke ich, daf es mit Hilfe des in den Kapiteln 2-4 aufgezeigten
Weges moglich sein sollte, in Zukunft eine Antwort auf die eingangs gestellte Frage
zu finden, ob das von Landauer gefundene Verhalten typisch fiir 1D Systeme ist.

Im 5-ten Kapitel wende ich mich dann der Untersuchung eines Modelles zu,
bei dem auf einem Léngenelement fester Lange eine variable Anzahl von Atomen
untergebracht ist. Bei diesem Modell, so ERDOs & HERNDON(1982), soll es,
nach numerischen Studien von EBERLE & ERDOS(1981), bei fester Linge und
wachsender Konzentration der Streuer eine Abweichung vom Landauer-Verhalten
geben. In diesem Limes soll (p)n ~ e*VN wachsen und die relative Varianz Op,N
gegen Null gehen.

Das gleiche Modell und der gleiche Limes untersuchte mit gleichem Ergebnis,
teils analytisch, teils numerisch, EBERLE(1982) in seiner Dissertation, die jedoch
unveroffentlicht blieb.

Ein paar Jahre spéter studierten FELDERHOF & FORD(1986) dieses Modell.
Sie entwickelten eine allgemeine Methode, wie man Systeme fester Lange mittelt,

6



konnten fiir den Grenzwert hoher Dichte der Streuer bezogen auf die Wellenlange
aber nur den charakteristischen Exponenten bestimmen mit dem {p)y bzw. (p?)y
anwéachst, wobei sie ebenfalls Ubereinstimmung mit den Angaben von ERDOS &
HERNDON(1982) fanden. Sie gaben aber erstmals eine Vermutung iiber das zu
erwartende Endresultat an, die ich durch eine einfache Rechnung beweise.



Basic concepts of the scattering
problem

2.1 Features and parametrization of the trans-
fer matrix as well as the scattering solution

Die Ausbreitung und Streuung von Wellen in einer Dimension 1t sich sehr
elegant und tbersichtlich mit Hilfe der sog. Transfermatrix beschreiben. In
diesem ersten Abschnitt fithre ich diese Matrix ein und stelle ihre Eigenschaften
zusammen. Die Uberlegungen dieses und des nichsten Abschnitts findet man,
abgesehen von der Wahl der Parametrisierung, bereits in dem Ubersichtsartikel
von ERDOS & HERNDON(1982), sind aber, um einer einheitlichen Behandlung
und Notation willen, auf die ich in den folgenden Abschnitten und Kapiteln haufig
zuriickgreifen werde, notig. Kleinere Abweichungen merke ich an.

Betrachten wir jetzt zunéchst die allgemeine Losung der (zeitunabhéngigen)
Schrodingergleichung

h? 0%
- =F 2.1
2m O0x? + V(@) ¥, (2.1)
fir Potentiale der Art
0 r < T
V(z)=4q bel. oy <z<uzy , (2.2)
0 T > T2

von denen ich eines in Bild (2.1) skizziert habe.
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Figure 2.1 : “Localised” potential.

Fiir derartige Potentiale hat die Losung von (2.1) die Gestalt

u e 4 uge T p <y
Y(z) = { potentialabhingig z; <z < x5 (2.3)
01T -y T > Ty

mit u;, v; € C und E = h*k?/2m.

Wir sind nur an der Losung auferhalb des Potentials interessiert, genauer
gesagt am Zusammenhang der Amplituden u = (uq, us) und v = (vy, v3) links und
rechts vom Potential. Da die Schrodingergleichnug linear und von 2-ter Ordnung
ist, existieren genau 2 linear unabhangige Losungen, und die Abhangigkeit der
Amplituden u und v findet man durch Integration der Schrodingergleichung (2.1).
Einmaliges Integrieren liefert

2m

= [ S V(@) - Elg da. (2.4)

V' (x)
Wir sehen:
Ein stiickweise stetiges Potential hat die Stetigkeit der ersten Ableitung der
Wellenfunktion zur Folge. Lassen wir auch §-Distributionen zu, weist ¢'(z) an der
Singularitit einen durch (2.4) definierten Sprung auf. Erneute Integration liefert
aber auch dann die Stetigkeit von ¢ (x) selber. Dies sind die iiblichen Anschlufibe-
dingungen, die einem den vom speziellen Potential abhangigen Zusammenhang
der Amplituden liefern. Die durch

v="7(u) (2.5)

definierte Transferabbildung besitzt jedoch unabhangig vom Potential die folgen-
den
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Eigenschaften:

1. 7 ist linear. Wir sprechen daher im folgenden von der Transfermatrix und
bezeichnen diese mit T .

2. Die Transfermatrix T hat die Eigenschaften

T=0,'T0,, (2.6)
o, =Tlo,T (2.7)
und daher die Gestalt
a b
mit
det T = |a]* — |b]* = 1. (2.9)
Dabei sind

A T U & B
T==\10) "M% 0 1

die ublichen Pauli-Matrizen.

3. Verschieben wir den Koordinatenursprung um xg, d.h. gehen wir von einem
Referenzsystem X geméfl ' = x — xy in ein Referenzsystem X’ iiber und beze-
ichnen mit Tx bzw. Tx die Transfermatrizen im System X bzw. X', dann
gilt

Ty = F0=T y k1002, (2.10)

Ein Verschieben des Potentials wird daher durch eine unitare Transformation
beschrieben.

4. Messen wir flir symmetrische Potentiale die Transfermatrix in dem durch die
Symmetrielinie vorgegebenen Referenzsystem, dann gilt zusétzlich zu (2.8)

Re(b) = 0. (2.11)

Beweis:

1. 7 ist eine unbekannte, aber feste Abbildung, so dafl sowohl der Zusammen-
hang zwischen den Amplituden v; und u; einer Losung 1, als auch zwischen v,
und uy einer anderen Losung 1y durch 7 gegeben ist. In Formeln heifit dies

Vi = T(Ul),

vo = T (uy).
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Aufgrund der Linearitit der Schrodingergleichnug (2.1) bildet eine beliebige Lin-
earkombination von Losungen wieder eine Losung. Fiir die Linearkombination
1 = 11 + c91o finden wir dann

CiV1 + CcoVy = T(clul + CQUQ)
= T(clul) + T(CQUQ)
= ClT(U1> + CQT(UQ).

Insgesamt also
T(clul + CQUQ) = C1T(U1) + CQT(UQ)

Ver,co € € und Yuq,uy € (D2. Dies ist aber gerade die Definition der linearen
Abbildung.!?

2. a) Da der Schrodingeroperator reell und linear ist, ist mit ¢ auch ¢* eine
Losung (Zeitumkehrinvarianz). Fir die Koefizienten u,v von ¢ und u,v von ¢*
gilt
v=Tu, (2.12)
v=Tu. (2.13)

Da man von ¢ lediglich zu 1* iibergegangen ist, hangen v, u mit v, u zusammen
s.(2.3)].

o *

u = o,u
: (2.14)

7 *

vV = o,V

wobei o, die einzelnen Komponenten vertauscht. Einsetzen von (2.14) in (2.13)
liefert
v=o0,'T'o,u.

Der Vergleich mit (2.12) zeigt
(T—0,'T*0,)u=0

Yu € @2, so daf} nur
T=0,'T0, (2.15)

In Anlehnung an die Matrix-Schreibweise wird von nun an die Klammer um das Argument
weggelassen.

2Der Beweis zu P1 bei ERDOS & HERNDON(1982) ist insofern nicht richtig, da sie die Lin-
earitét der Transferabbildung annehmen. Eine lineare Abbildung hingt aber per definitionem
nicht von den Vektoren ab, auf die sie wirkt. Sinnvoll ist daher nur der Beweis, dafl die durch
(2.5) definierte Transferabbildung linear ist.
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moglich ist, woraus man (2.8) fiir die Matrixelemente(ME) von T abliest.

b) Die Erhaltung des Wahrscheinlichkeitsstromes (Konstanz der Wronski- Deter-
minante) besagt

: o~ oY

j=5 W

h Ox v Ox
Setzen wir (2.3) in (2.16) ein und bezeichnen mit ( , ) das gew6hnliche Skalarpro-
dukt zweier Vektoren, so a3t sich der Strom rechts j, und links 7, des Potentials
folgendermaflen schreiben

l

) = konst. (2.16)

2k
Ju= = (u,o.u),
2k
Ju = f(v7 o.V).
(2.16) bedingt
ju = jV7
und daher gilt
(u,o,u) = (v,0.v)
= (Tu,0.Tu)
= (u,T'o,Tu).

Aus der ersten und der letzten Zeile folgt
(u,(o., — T, T)u) = 0. (2.17)
Daue @2 beliebig ist, erzwingt die letzte Gleichung *
o.=Tlo,T. (2.18)
Aus den sich aus (2.18) ergebenden Gleichungen fiir die ME und (2.8) folgt
det T = 1.

3. Die Wellenfunktion im alten Referenzsystem ist

ikx ikx

u1e™® 4 uge” T <
Y(z) = ¢ potentialabhingig z; <z < x5 (2.19)
V1€ pe TR T > Ty
im neuen
uleikazoeikm’ 4 u2e—ikmo€—ik$/ x <1 — X
Y¥(a') = ¢ potentialabhingig Ty —mg <o’ Sy — 2o

. P o it
Ulezkxoezkx + vye zkxoe ikx I’l > Ty — To

2
3(2.18) ist eine nicht triviale Folgerung aus (2.17) und fiir u € R~ falsch!
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woraus wir flir den Zusammenhang der alten mit den neuen Amplituden

v, = eik‘a}oO'Z u
(2.20)

u/ — eik‘zoa'z u

ablesen. Die Transfermatrizen im alten bzw. im neuen Referenzsystem sind durch
v=Txu (2.21)

und
vV =T

definiert. Einsetzen von (2.20) in (2.21) liefert sofort die Behauptung,.

4. Fiir symmetrische Potentiale ist die Schrodingergleichung (2.1) invariant unter
Spiegelung an der Symmetrielinie. Liegt die Symmetrielinie im Ursprung, dann
heiBt das, dal mit 1(x) auch ¢ (—z) eine Losung der Schrédingergleichung (2.1)
ist. Die Transfermatrix hangt nur von der Gestalt des Potentials ab und ist daher
invariant unter Spiegelung. Sind die Amplituden rechts und links des Potentials
v und u der Wellenfunktion (x) durch

v=Tu
verkniipft, dann gilt fiir die Amplituden von ¢ (—x)
ou=To,v,

und beides zusammen ergibt
(To,)? =1, (2.22)

wobei | die Einheitsmatrix bezeichnet. Die sich aus (2.22) in Verbindung mit
(2.8) ergebenden Bedingungen zeigen die Behauptung.

Bemerkung:

Z* Z* mit (a,b) € C und
la|> — |b]*> = 1 hat. Jedes T gehort damit zur SU(1,1), der Gruppe der speziellen
unitaren Matrizen in 2D hyperbolischer Geometrie. Nicht gezeigt ist, dafl jede
Matrix der obigen Gestalt auch wirklich eine Transfermatrix ist, d.h. zu einer
Schrodingergleichung gehort. Es kénnte {T} < SU(1,1) gelten. Physikalisch
wiirde dies eine weitere Erhaltungsgrofie bedeuten. Dies ist aber nicht der Fall.
Man zeigt:

1. Es ist jetzt gezeigt, daf jedes T die Gestalt
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Die Menge aller zu allen Rechteckpotentialen gehorenden T
iiberdeckt SU(1,1).

Weiter gilt:

SU(1,1) ist eine Darstellung des Potentialraumes. Die rdumlich
geordnete Summe zweier Potentiale wird auf das Produkt
zweier Transfermatrizen abgebildet.

2. Aus (2.15) folgt
det T" =detT < det T €R.

Aus (2.16) folgt
|det T| =1,

also det T = +1, ohne auf die ME von T zuriickzugreifen.

Jetzt wenden wir uns zu der Frage einer geeigneten

Parametrisierung

Dazu betrachten wir die Gruppe SU(2) der gewdhnlichen unitédren Matrizen in
2D. Fiir jedes U € SU(2) gilt

a b
U= ( o ) (2.23)

detU = |a|> + [b]* = 1. (2.24)

Vergleicht man (2.23) mit (2.8), so stellt man fest, dafl sich T € SU(1,1) und
U € SU(2) nur durch das Minuszeichen vor dem b* unterscheiden. Es liegt daher
nahe, SU(1,1) analog SU(2) zu parametrisieren. Wegen der Isomorphie

mit

SO(3) = SU(2) /{1, —1} (2.25)

wird SU(2) gewohnlich mit den Euler-Winkeln parametrisiert. Jedes U € SU(2)
schreibt sich damit [s. VILENKIN(1969),Ch.II1,§1]

i .0 ] 4
2 COS2 ZSIII2

e

: (2.26)

® .. i
2 ZSIH% cosg e "2

wobei 0 < p <21, 0 <0 <7, =21 <Y < 27 die 3 Euler-Winkel sind.
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Fiir jedes T € SU(1,1) erhélt man nun eine zu (2.26) analoge Parametrisierung,
wenn man 7 = 6 setzt [s. VILENKIN(1969),Ch.VI,§1.3]

cosh 7 sinhJ ¢is
T= ) (2.27)

® . %
2 sinh 5 cosh 5 e "2

Fir die “Euler-Winkel” gilt jetzt 0 < ¢ < 27, 0 < 7 < 00, =27 < ¢ < 27 .
Multipliziert man (2.27) aus

- (p+) . (p—1)
cosh %el 2 sinh %e’ 2
T= (o—%) ity | (2.28)
. _le— _ et
smh%e L) cosh %e T

so entnimmt man sofort den Zusammenhang zwischen den Euler-Winkeln und
a,b aus (2.8)

la] = coshj
|b] = sinh 7
(2.29)
arg(a) = ¢
arg(b) = 3¢
Wir wahlen jedoch eine geringfiigig andere Parametrisierung. Wir setzen
Vp = sinhg
? (2.30)

V1i+p = coshg

Damit schreibt sich (2.27)

i% Vite P ¢’

T- (2.31)

% Ve o Vitp e~i%

mit 0 < ¢ <27, 0 < p < o0, =21 <Y < 27. pist der in der Einleitung definierte
dimensionslose Widerstand.
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Streulosung

Um dies zu sehen, betrachten wir den schon in der Einleitung skizzierten Fall,
daB eine Welle von links einfillt und ein Teil (r) durch das Potential reflektiert
wird, ein anderer (t) durchgelassen wird, d.h. das Streuproblem in 1D. Dann gilt

- ()-(0)

Wenden wir uns als erstes der Stromerhaltung zu. Sie liefert uns die wichtigen
Beziehungen

lr|* 4 |t)* = 1, (2.32)
2 1Y

r?=—1—, 2.33

= (2.33)
1

2= —. 2.34

=1 (2.34)

Diese Beziehungen sind deshalb so wichtig, gestatten sie es uns doch auf |r|?, [¢]?
oder p allein zu beschrinken. |r|? charakterisiert die Streuung ebenso gut wie |¢|?
oder p. Funktionen von |r|? und |¢|? kénnen wir als Funktionen von p ausdriicken.
Merken wir uns:

Es geniigt Funktionen von p zu betrachten!

Jetzt wollen wir noch die Eintrage der Transfermatrix (2.8) durch die Streuam-
plituden ausdriicken. Dazu fassen wir die Transferrelation (2.5)

()[40

als lineares Gleichungssystem fiir @ und b auf. Dies ermoglicht die Symmetrie der
Transfermatrix. Auflosen dieses Gleichungssystems ergibt unter Beriicksichtigung
der Stromerhaltung (2.32) fiir die Transfermatrix die Gestalt

1 r*

T-= A (2.35)
r 1
t t

und damit die Erklarung fiir die von uns gewihlte Parametrisierung. Aus (2.35)
lesen wir namlich

0] = m =P (2.36)

1
la| = M — /T4y (2.37)

und

ab.
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2.2 The chain of atoms and its partition

Nachdem wir die Streuung an einem isolierten Potential behandelt haben, wenden
wir uns dem Fall mehrerer Streuzentren zu. Betrachten wir zunachst zwei isolierte
Potentialgebirge [Bild (2.2)]. Man kann sich vorstellen, dafl jedes Gebirge ein
Atom reprasentiert.

V(z)
ulezk:c Ulezkzx wlezk:c
—_— —_— —_—
uQe—ikx Uze—ikr w2e—ikx
-— -— -—
1 2
T

Figure 2.2 : Scattering by 2 isolated potential hills.

Wir fassen zuerst das Gebilde aus Atom 1 und Atom 2 als 1 Potential auf. Dann
gilt wegen (2.5) und den Eigenschaften der Transferabbildung

w = T u. (2.38)
Jetzt vollziehen wir zuerst den Ubergang bei Atom 1

v=Tu, (2.39)
und daraufhin den Ubergang bei Atom 2

w = Tyv. (2.40)

Fassen wir (2.39) und (2.40) zusammen und schauen auf (2.38), so bekommen
wir

T12 = T2T1, (2.41)
d.h.:

Die Gesamttransfermatrix ist das Produkt aus 2 Teiltrans-
fermatrizen, die jeweils ein Potentialgebilde reprasentieren.

Analoges gilt natiirlich fiir eine Kette aus N Potentialgebilden.
Jetzt ist es aber vollkommen unwesentlich, daf§ zwischen 2 aufeinanderfolgen-
den Potentialgebilden ein potentialfreier Raum existiert. Schliefflich gilt die oben
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angestellte Uberlegung fiir eine potentialfreie Strecke beliebiger Lange. Daher
muf sie auch in dem Limes gelten, wo diese Lange gegen Null geht. Der poten-
tialfreie Raum stellt lediglich eine Gedankenkricke dar, die wir benotigen, da wir
keine Integraldarstellung [s. z.B. WEST ET AL. (1980)] fiir die exakte Losung
der zugrunde liegenden Schrodingergleichung benutzt haben. Wir kénnen daher
ein beliebiges Potentialgebilde beliebig zerhacken [Bild (2.3)].

Viz) |
ulezkm ,Ulezkx
E— : : —_—
u2e—zkx ,Uze—zkx
-~ : : -~

Figure 2.3 : Possible partition of a potential hill.

So gilt z.B. fiir die Gesamtransfermatrix des obigen Gebildes
Tges. — T6T5T4T3T2T1. (242)

Gebrauchlich ist jedoch nur eine

Zerlegung

Hierzu rufen wir unser Ziel in Erinnerung. Wir wollen ungeordnete Systeme
beschreiben und haben prinzipiell 2 Arten von Unordnung. Die erste Art besteht
darin, daB, aus welchen Griinden auch immer, Atome nicht an ihrem reguléren
Gitterplatz sitzen. Die zweite Art besteht darin, daf§ Fremdatome das Gitter
storen. Die erste Art kann als Abstandsunordnung, die zweite als Unord-
nung in der Gestalt des Potentials charakterisiert werden. Die Transferma-
trix flir eine Kette von Atomen sollte daher so zerlegt werden, dafl beide Arten
von Unordnung deutlich hervortreten. Dies erweist sich aufgrund des Transfor-
mationsverhaltens (2.10) der Transfermatrix stets als moglich. Schauen wir uns
dazu eine Kette aus 2 Atomen an [Bild (2.4)]. Die Gesamtransfermatrix dieser
Kette ist gegeben durch

Toes. = Ao A «. (2.43)

A, « und A,y sind dabei die Transfermatrizen der einzelnen Atome bezogen auf
das Referenzsystem X. Die Wirkungsbereiche der Teiltransfermatrizen sollen
durch die roten Balken begrenzt sein.
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A ) )

V(z)
ulezkx Ulezkx
_— . _—
u2€71kx U2€7zkm
-
T T2 x

Figure 2.4 : Partition of the potential hill of two atoms.

Auflerdem sind wir dabei davon ausgegangen, dafl dem Ort des Atoms jeweils
ein Maximum des Potentials entspricht. Das Minimum zu wahlen wéare auch
moglich. Generelle Annahme ist, dal der Ort eines Atoms stets eine physikalisch
wohldefinierte, d.h. me3bare Grofe ist.

Jetzt nutzen wir das Transformationsverhalten (2.10), driicken jede zu einem
Atom gehorende Teiltransfermatrix in ihrem eigenen durch den Sitz des Atoms®
bestimmten Referenzsystem aus und bekommen

Tges. — e—zksz'ZA27X2€zk(x2—:c1)0'ZA1’X1 ezk:x10'2‘ (244)

Mit (2.44) ist unsere Aufgabe gelost. Die Gesamttransfermatrix ist zerlegt in
die Matrizen A; ., j = 1,2, welche nur von der Potentialform und in die Matrix
eF(@2=21)0%  die die freie Propagation der Welle von x; nach z, beschreibt und
nur vom Abstand der beiden Atome abhangt.

Analog zerlegt sich die Gesamttransfermatrix einer Kette aus N Atomen. Ve-
rabreden wir noch in Zukunft, die zu einem Atom gehoérenden Teiltransferma-
trizen stets in ihrem eigenen Referenzsystem zu messen, dann vereinfacht sich
die Notation und fiir eine Kette aus N Atomen gilt

Tges. _ e—zka:NO'ZANezk(mN—mN,l)O'Z . ezk(atg—:cl)a'zAlezkmlo'Z' (245)

2.3 Transfer matrix for rectangular and
)-potential

Eine grofle mathematische Schwierigkeit besteht bereits darin, die Transferma-
trix fiir ein vorgegebenes Potential zu berechnen. Im allgemeinen ist dies nicht

1ERDOS & HERNDON(1982) fiihren den Begriff vom “Sitz des Potentials” ein. Dies finde
ich unnatiirlich. Physikalisch relevant ist der Sitz des Atoms und nicht ein wie auch immer
definierter Sitz des Potentials.
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moglich. Nur bei einigen einfachen Potentialen gelingt die Quadratur der Schrodingergleichung
(2.1). Am héaufigsten werden Rechteck- und d-Potentiale betrachtet. Fiir diese
beiden Potentiale mochte ich die Transfermatrix in der ungewohnten Exponen-
tialschreibweise herleiten.

Aufgrund der Eigenschaften der Transferabbildung geniigt es, die Transferma-
trix eines im Ursprung zentrierten Rechteckpotentials zu berechnen [Bild (2.5)].

V(z)

ulelkm Ulezk:r
—_—
uzefzk:v ,02671161
- -+

v{
i
a a

Figure 2.5 : Scattering of electrons with the energy E = h2k? /2m by a rectangular
potential.

Dazu fiihren wir die Schrodingergleichung (2.1)

auf ein Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung zuriick

( 0 1 G
9 : (2.46)
v Sy Vi) —£ 0 )\ v

(2.46) 1aBt sich zwar allgemein integrieren [WEST ET AL.(1980)], die dabei
auftretenden geordneten Produkte und das Integral iiber das Potential aber nicht
ausfithren. Fiir das Rechteckpotential dagegen ist V' (z) stiickweise konstant und
die Integration von (2.46) Standard. Definieren wir

@b:(j)

und

J@%=<ﬁ@)0>, (2.47)



dann schreibt sich (2.46)
P'(z) = I(2)i(x).

(2.48)

Im Inneren des Rechteckpotentials ist J(x) konstant, und die Quadratur von

(2.48) ist
P(a) = e Iyp(—a).
Fiir die Wellenfunktionen rechts und links des Potentials gilt

ikx

ik + 1)26_ 7

Y, = v1€
¢l — uleikx + u2€—ikx7
so dafl wir fir ¥ (z)

V2

,(/)T — X(k)ezkmo’z ( U1 )
und

’(/)l — X(k)elkxtfz ( Uy )

Uz

X(k) := < 12 —1¢k )

erhalten, wobei wir

gesetzt haben. Jetzt benutzen wir die Anschlufibedingungen ¥ (a) = %, (a) und

(—a) = ,(—a) und bekommen fiir die Transfermatrix

TR _ e—z’kaazx—l(k)ezaJX<k)e—ikao'z

—ikao ei%M e—ikaO'Z

mit
M = ad(X(k)) I X(k) = ( 122 -T— Zz :EZQ i_ I:vzg )
und xfl(k,) _ M
- detX(k) .

ad(X(k)) ist die adjungierte Matrix zu X(k). M hat die Eigenschaft
M? = —45%kI.
Daher gilt
e'tM = cosh(2ka)l + Q;k sinh(2xa)M,
woraus wir fiir den Widerstand pp eines einzelnen Rechteckpotentials

| Tr 12| ! K+k2'h2(2 )
= =—|++—| sin Ka
PR R,12 i\r T
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ablesen.
Die Transfermatrix fiir 6-Potentiale erhalten wir durch Grenziibergang in
(2.49) und (2.50)

T; = lim Tp = lim eiM = ¢ (2.54)

2aV =konst. 2aV =konst.

wobei die Bezeichnungen

mVi
= 2.55
/3 th ) ( )
Vs = 2aV (2.56)

und X X
a- (1) -

eingefiihrt wurden. Q ist nilpotent, d.h.
Q° =0, (2.58)

wobel wir mit O die Nullmatrix bezeichnen. Wir bekommen daher

n:amzuwm:<1%wlj%> (2.59)

und fur den Widerstand eines einzelnen §-Potentials
2 2
p(; = |T5712’ = 5 . (2.60)

Betrachten wir jetzt speziell Atomketten, die nur aus Rechteck- bzw. J-Potentialen
aufgebaut sind, dann sehen wir, dafl die im vorhergehenden Abschnitt eingefiihrte
Zerlegung der Transfermatrix einer Atomkette [Gl.(2.45)] ausschlieBlich aus Pro-
dukten von Exponentialoperatoren besteht. Spater werden wir versuchen, diese
geeignet zusammenzufassen, so dafl es niitzlich ist, Kommutatoren [ , |- und
Antikommutatoren [, |4 von M und Q mit o, zu betrachten. Zur Abkiirzung
der Schreibweise vereinbaren wir

IA,B]" = [A,[A,...[AB]_..]_ (2.61)

n — Klammern

und dazu analog
A,B]" =[A[A,...[AB];..]4. (2.62)

n — Klammern
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Kommutatoren:

1.[M, o, ]™
M, o.]- = 2k + Yo, (2.63)
2 o 9 ) —<k2+l‘<&2> kQ—K/2
M = e (T LT ) e
M, o.]? = —8(k*+ k*)k’k’0., (2.65)
zyklisch mit entsprechender Veranderung des
Vorfaktors
2.1Q, 0"
Q,o0.]- = 20, (2.66)
Q,0.]2 = 4Q, (2.67)
Q,0.]> = O. (2.68)
Antikommutatoren:
1M, o]
M, o.], = 2(k — &I, (2.69)
M, 0.2 = 4(k* —r*)M, (2.70)
M,o.]2 = —16K°k*(k* — k)L, (2.71)
zyklisch wie oben
2.Q,0.]"
Q,o.]. = -2l (2.72)
Q,0.)2 = —4Q, (2.73)
Q,0.)2 = O. (2.74)
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Die Kommutatoren und Antikommutatoren haben also eine besonders einfache
Gestalt, insbesondere tibertrigt sich die Nilpotenz der Q-Matrix auf ihre Kom-
mutatoren und Antikommutatoren.

2.4 Transfer matrix for finit-periodic
potentials

In diesem Abschnitt mochte ich die allgemeine Gestalt der Transfermatrix des ef-
fektiven Potentials einer endlichen Kette von Atomen, die sdmtlich auf regularen
Gitterplatzen sitzen, ableiten und diskutieren. Die betrachtete Situation ist in
Bild (2.6) anhand von Rechteckpotentialen illustriert. ~ Das Studium des pe-

y
V(z)

uleikx vleikz
—_— —_—

. 1 2 N-—1 N .
u2€” T Ugeil T
-—— B ———

——" —— ‘x
a a

Figure 2.6 : Scattering by a regular array of N identical rectangular potentials with
the fixed distance a.

riodischen Falles ist nicht nur fiir sich selber genommen von Bedeutung, son-
dern geschieht auch im Hinblick darauf, daf§ wir im 5-ten Kapitel in ganz an-
derem Zusammenhang die Formeln benotigen werden. Ein extensives Studium
der Eigenschaften des periodischen Potentials ist aber nicht beabsichtigt.

Wiéhrend das Energiespektrum unendlich ausgedehnter 1D periodischer Po-
tentiale bereits in der Arbeit von STRUTT(1928) sowie der bekannten Arbeit von
KRONIG & PENNEY (1931) untersucht wurde und deren Ergebnisse heutzutage
in jedem elementaren Lehrbuch iiber Quantenmechanik zu finden sind, scheint das
Transmissionsproblem endlicher 1D periodischer Potentiale eigentiimlicherweise
erstmals von CVETIC & PICMAN (1981) behandelt worden zu sein. Am Ende
dieses Abschnittes lernen wir etwas iiber die Verkniipfung dieser beiden Probleme.

Die nun folgende Ableitung weist zwangslaufig grofe Ahnlichkeit mit der-
jenigen von CVETIC & PICMAN (1981) auf, ist aber um einer einheitlichen
Behandlung und Notation willen notig.

Die Gesamttransfermatrix fiir eine periodische Anordnung der Atome erhalten
wir durch Spezialisierung des Ergebnisses aus 1.2 fiir eine beliebige Anordnung
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beliebiger Atome. Dazu setzen wir in (2.45) A; = AV j =1,...N und z; —
zj_1 =dV j=2,...N. Dann schreibt sich (2.45)

T, = cihen+d)os [ pikdor A}N ko (2.75)

wobei wir zur Erzielung moglichst groflier Kompaktheit der Schreibweise auf der
linken Seite noch ein Phasenmatrix, die die freie Propagation der Welle zwischen
2 Atomen beschreibt, hinzugefiigt und wieder subtrahiert haben. Im periodis-
chen Fall reduziert sich das Problem also darauf, die Transfermatrix A fiir das
Potential eines einzelnen Streuers zu bestimmen und diese, multipliziert mit der
Phasenmatrix fiir den Abstand benachbarter Atome, in die N-te Potenz zu er-
heben. Wie man die N-te Potenz von Matrizen berechnet, wird im 4-ten Kapitel
gezeigt. Fiir ein beliebiges Potential hat A die Gestalt [s. (2.8)]

a b
() -

A== (0 ) 277

mit g = e**?. Das charakteristische Polynom f; von A lautet

Dann gilt

fx= A — 2Re(ga)\ + 1. (2.78)
A besitzt daher die EW
A+ = Re(ga) £+ /Re?*(ga) — 1 (2.79)
mit N
det A=A ;A =1, (2.80)

Zur Berechnung der N-ten Potenz von A benutzen wir jetzt die Ergebnisse aus
Kap.IV, insbesondere (4.20). Damit bekommen wir
AV BOA)AY  B(OA)AY

_ 2.81
S WS W (2.81)

BOy) = | T ) (2.82)

(gb)* At —ga

so daf fir die ME &E;V) von A"

ANV+HL _ \N+1 AN O\
~(N) + - * N -

= 4T — —_ 2.83
_ AY =AY
ity = gb - (2.84)
asyy = an’, ah =ay) (2.85)



gilt. Jetzt verwenden wir, dafl wir wg.
In(A M) =In(Ay) +In(A-) =0 (2.86)
[s. (2.80)]VkeC
A2 = Ay ek = 9ginh(kIn L) (2.87)

schreiben kénnen. Wir setzen dies in (2.83) und (2.84) ein, benutzen noch die
Identitaten

sinh[(N + 1)p] = sinh(N¢) cosh(p) + cosh(N ) sinh(yp), (2.88)
InA; = acosh[Re(ga)] (2.89)

und erhalten

~(N) _ W(N1 1 sinh(NInAy) 9
aj; cosh(NIn Ay) + iIm(ga) “Sh(m AL (2.90)
~(N) _ b Slnh(N In )\+) 2.91
e J sinh(ln\;) (2.91)
In formaler Analogie zum Rechteckpotential gilt daher
~N sinh(NInAy) ~
A = cosh(N1 l+ —— 2.92
cosh(NIn A )l + sinh(In A, (2.92)
mit (ga)
~ 1Im(ga gb
M = . : 2.93
< (gb)*  —ilm(ga) ) (2.93)
M’ = [[b2 — Im2(ga)] 1. (2.94)
Fiir den Widerstand entnehmen wir (2.91)
_ sinh?( IV In A
p = [al)p = o2 SR NI (2.95)
sinh“(In A)
Wg. (2.79) und (2.80) sind die EW fiir
—1 <Re(ga) <1 (2.96)

konjugiert komplex und vom Betrag 1. Dann oszilliert der Widerstand mit der
Anzahl der Streuer. Fiir §-Potentiale konnen wir die Bedingung (2.96) inter-
pretieren. Nach (2.59) ist fiir 6-Potentiale

Re(ga) = Re[e*(1 — iB3)] = cos(kd) + B sin(kd). (2.97)
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Mithin lautet (2.96)
—1 < cos(kd) + fsin(kd) < 1. (2.98)

Dies ist jedoch gerade die Bedingung(6) von KroNIiG & PENNEY (1931) fiir
die erlaubten Energiebédnder einer 1D infinit periodischen Anordnung von o-
Potentialen mit periodischen Randbedingungen. Wir kénnen daher die in Tabelle
(2.1) aufgelisteten Zuordnungen treffen.

Lage der E ie der einfallen- ~
age JoF BneIsle Al AT 1 EW von A || Verhalten des Widerstandes
den Elektronen im Spektrum
b2 sin?(N)
Energieband Ay =€ p= sin?(ip)
(Oszillieren)
_ sinh*(N In \)
Bandliicke A €R PP i (A
(Exponentielles Wachsen)
112 N2
Bandkante Ay =41 p=IbIN
(Quadratisches Wachsen)

Table 2.1 : Behaviour of the resistance depending on the location of the energy of
the impinging electrons in the spectrum.

Es sind diese Zuordnungen, welche ErRDOS(1967), ErRDOS & HERNDON
(1972,1982) dazu veranlaBt haben auch im ungeordneten Fall vom Verhalten des
Widerstandes auf die Bandstruktur zuriickzuschlieSen. Es 1a3t sich sogar zeigen,
daf fiir die EW des endlichperiodischen Potentials mit periodischen Randbedin-
gungen, d.h., wenn man die Kette zu einem Ring schlieit, vollstandige Transmis-
sion, d.h. [t|? =1 auftritt [PESCHEL(1989)].
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How to average arbitrary
functions of the resistance:

3.1 The problem of averaging

Wir sind nicht an den Eigenschaften einer speziellen ungeordneten Kette inter-
essiert. Wir mochten Mittelwerte, insbesondere des Widerstandes, tiber viele
ungeordnete Ketten bestimmen. Hier mochte ich die prinzipielle Vorgehensweise
illustrieren.

Dazu nehmen wir an, daf wir N lauter gleichartige Atome haben, deren
Abstéinde  voneinander  durch  eine  gemeinsame  Verteilungsfunktion
p(§ = x; —xj_1), j=2,...,N beschriecben werden. Dann koénnen wir (2.45)
mitteln

<Tges.>N — <€*ik96NU'zANeik(foﬂﬁN—OUz . eik(QEQ*xl)UZAleikIlUZ). (3.1>

Da alle Atome gleich sind, haben wir Ay = --- = A; = A und A héangt nur von
der Potentialform und nicht vom Abstand ab. Vernachlassigen wir weiter, dafl
bei festem 1, xx = 21 4+ 31, & gilt, dann vereinfacht sich (3.1) zu

<Tges.>N — e—ikxNO'ZA<eik(mN—mN,1)0'Z> . <eik(m2—zl)0'2>Aeikm10'z' (3.2)

Nach Annahme ist die Verteilungsfunktion fiir je zwei benachbarte Atome gleich,
so dafl wir

(G) _ <€ik(frrwj71)dz>

unabhéngig von j haben, und (3.2) vereinfacht sich weiter zu

(Tedy = € H87(G) L [(G)A]Y 1, (3.3)
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Damit wéare das Problem auf die Berechnung der N-ten Potenz einer Matrix
zuriickgefithrt und stark vereinfacht.

Abgesehen davon, daB man beim Ubergang von (3.1) nach (3.2) die Mittelung
nicht einfach durch die beiden aufleren Phasenmatrizen schieben darf, liefert uns
(3.3) bei néherer Betrachtung der ME von (T )y [s. (2.35)], daf wir (7)y und
(%)~ berechnet haben. Beide Gréfien sind nicht mefibar und daher uninteressant.
Von Bedeutung sind nur Mittelwerte von Funktionen des Widerstandes, deren
Mittelung ich in den néchsten Abschnitten beschreibe. Dabei wird sich auch das
Problem der beiden Phasenmatrizen am Rande von (3.1) von allein 19sen.

Bemerkung:

Ohne auf das Problem der genauen Wahl der Verteilungsfunktion naher einzuge-
hen mochte ich bemerken, dafl die Annahme, dafi A nur von der Potentialform
und nicht vom Abstand abhéngt, nicht mit der {iblichen Vorstellung iiber den
Verlauf des effektiven Potentials zwischen den Atomen vereinbar ist.

Nehmen wir zum Beispiel an, dafl das Potential in der Mitte zwischen zwei
Atomen ein Maximum besitzt und von dort streng monoton bis zum Sitz des
Atoms abfillt. Dann muf sich bei einer Anderung des Abstandes zwangsliufig
die Gestalt des Potentials dndern, will man Uberlappung beider Potentialhélften
ausschliefen. Wir halten fest:

Abstand und Potentialform sind stets korreliert.

Dies wurde bisher aber nie beriicksichtigt. Man stellte zwar die Gefahr der
Uberlappung fest [z.B. ERDOS & HERNDON(1982)], fithrte aber zu deren Ver-
meidung “lokalisierte” Potentiale ein, die bei entsprechender Einschrankung der
Verteilungsfunktion immer einen potentialfreien Raum lielen. Dies rettet formal,
doch physikalisch ist es nicht!

3.2 The analytic representations

of SU(1,1)

Wir sahen eben, wie sich das Problem bei Mittelung auf die Berechnung der
N-ten Potenz einer Matrix vereinfachte. Wenn wir die 2 x 2 Transfermatrizen
direkt mitteln, bekommen wir jedoch nur Mittelwerte unbeobachtbarer Grofen.
Wie konnen wir dies andern?
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Derjenige, der bereits mit Darstellungen von Gruppen vertraut ist, weifs:

Darstellungen der 2 x 2 Transfermatrizen erhalten die Mul-
tiplikationsstruktur (2.45) der Transferrelation. Dies ist die
Voraussetzung, um das Problem bei Mittelung auf das viel
einfachere Problem der Berechnung der N-ten Potenz einer
Matrix zuriickzufiihren.

Nur die irreduziblen Darstellungen sind wichtig, so dafi die Aufgabe ensteht,
alle irreduziblen Darstellungen der SU(1,1) zu untersuchen.!

Diese Untersuchung ist noch nicht vollstandig abgeschlossen. Ich konnte
ausschlielich die analytischen Darstellungen der SU(1,1) betrachten. Ob nicht-
analytische Darstellungen der SU(1,1) existieren und von Nutzen sind, weif} ich
nicht. Nach meinem besten Wissen sind alle analytischen irreduziblen Darstel-
lungen in der sogenannten vollen nicht-unitiren Prinzipalserie P** [s. Knapp(1986),S.38]
enthalten.

Die nun folgenden Uberlegungen basieren im wesentlichen auf dem 6-ten
Kapitel des Buches von VILENKIN(1969). Dort befindet sich eine ausfiihrliche
Beschreibung der SU(1,1) und ihrer analytischen Darstellungen. Voraussetzung
zum Verstandnis diese 6-ten Kapitels sind Grundkenntnisse in der Darstellungs-
theorie, wie sie in etwa in den ersten 9 Kapiteln des Buches von TUNG(1985)
vermittelt werden. Die auflergewohnlichen Figenschaften unitarer Darstellungen,
die wir im 4-ten Abschnitt dieses Kapitels benotigen, mit besonderem Hinblick
auf die SU(1,1) und das Problem des elektrischen Widerstandes in 1D vermittelt
am besten der Aufsatz von MELLO(1986), der dieses Kapitel der vorliegenden
Arbeit mafigeblich inspiriert hat.

Fiir die volle nicht-unitire Prinzipalserie P=* findet man bei VILENKIN (1969)
fiir die ME die Integraldarstellung

1 2 - .
73;5,:("‘) — %/O (bezﬁ + a)l/—l-n(be—u? + a)u—nez(m—n)QdQ' (34)

Dabei wurde als Basis {e‘ik(’, keZ } zugrunde gelegt. v € C klassifiziert die

einzelnen Darstellungen. m und n sind entweder beide ganzzahlig (P;5) oder
beide halbzahlig (P;").
Nach VILENKIN(1969) sind diese Darstellungen irreduzibel, aufler fiir P;H¢, ¢

mn’)

ganzzahlig und P, ¢, ¢ halbzahlig. Der Binomialentwicklung [G1.(6) §3.1, Ch.VI,

mn’

VILENKIN(1969)] entnimmt man fiir P;}¢ ¢ ganzzahlig folgende Blockstruktur:

mn’

"'Wenn nicht gesondert bemerkt, sind im folgenden stets irreduzible Darstellungen gemeint.
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1. £>0:

m\n —/ +/
L DZ(T) 0 0
PHUT) = » X |PAUT)| X (3.5)
0 0 D, (T)
2. 0 <0:
n {41 -/ -1
m
DZ(T) 0
+,0 t+1 ;
X D, (T)

DF sind die beiden diskreten unitéren Serien, und P}M ist die |2¢ + 1|-dimen-
sionale irreduzible Darstellung. Fiir ganzzahliges ¢ zerfillt P ¢(T) daher in 3
Blocke, darunter in der Mitte die endlichdimensionalen Darstellungen. Die mit X
bezeichneten Blécke in (3.5) und (3.6) sind von Null verschieden. Dies hat aber
keinen Einflufl. Bei der Multiplikation von 2 Matrizen P™(T;) und P™(Ty)
transformieren sich DF(T;) und P?’E(Tj) untereinander. Analog sieht es fiir
P,4(T), ¢ halbzahlig aus.

mn
Benutzen wir jetzt die in II.1 eingefiihrte Parametrisierung, dann schreibt sich

(3.4) [VILENKIN(1969)]
PENT) = e {métnd)pr (coshT)
= i pY (142p), (3.7)

wobei wir cosh7 = 1+ 2p benutzt haben. P” (z) heifit Jacobi-Funktion der
Variablen z.

Schauen wir uns die Integraldarstellung (3.4) an, so finden wir, daf8 fiir
m,n # 0 die ME PE¥(T) im allgemeinen komplex sind. Das (0,0)-ME PJ;"(T)
ist dagegen stets reel und nach (3.7) gilt

P,(1+2p) = Py(1+42p). (3.8)

P,(1+2p) ist die Legendre-Funktion zum Index v in der Variablen z = 1+2p
[VILENKIN(1969)].
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Wir erhalten damit das wichtige Resultat:

Das (0,0)-ME der vollen nicht-unitiren Prinzipalserie ist eine
Funktion des Widerstandes allein und es gilt

Pos” (Tges) = Po(1 +2p), (3.9)
wobei P,(1+ 2p) die Legendre-Funktion zum Index v ist.

Die analytischen Darstellungen der SU(1,1) versetzen uns daher in die Lage,
Legendre-Funktionen in der Variablen z = 142p des Widerstandes zu berechnen.
t|* = 1/(1+ p) und In(1+ p) sind aber keine Legendre-Funktionen in z = 1+ 2p.
Wie konnen wir solche Grofien berechnen? Die Antwort ist einfach:

Funktionen des Widerstandes miissen nach Legendre-
Funktionen in 1+ 2p entwickelt werden.

Dazu benotigen wir vollstandige Orthogonalsysteme von Legendre-Funktion-
en.
Sei I, eine Indexmenge und P,(142p), v € I, ein vollstandiges Orthogonalsys-
tem von Legendre-Funktionen im Intervall ,. Dann besagt die Vollstandigkeitsrelation

iPy(1+2p’)P,,(1 2 w(v)dv = 8(p— p'). (3.10)

Eine beliebige Funktion f(p) des Widerstandes besitzt damit in I, eine Entwick-
lung der Gestalt

7o) =X awP(1 + 20)w(v) dv, (3.11)

Iy

wobei die Entwicklungskoeffizienten a, von der speziellen Orthogonalitatsrelation
abhéngen. Fiir den Mittelwert von f(p) bekommen wir aus (3.11)

ox =Y a [P wiv) v, (3.12)

L,

wenn wir beachten, daf p in (3.11) der Gesamtwiderstand ist, wegen der Darstel-
lungseigenschaft der P+*’s

P (Tye) = PP (Ty) - PH(T)) (3.13)

gilt und wir die Mittelwertbildung mit der Integration iiber v vertauscht haben.
Mitteln wir einfach die Vollstandigkeitsrelation (3.10), so liefert dies fiir die
Verteilungsfunktion des Widerstandes das Resultat

p(p) = 3 [(PH(TY] ) P1+ 2p)w(o) do (3.14)

Ly
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2 vollstandige Orthogonalsysteme von Legendre-Funktionen lernen wir in den
beiden néchsten Abschnitten kennen. Das erste im Intervall 7, = [—1, 0] sind die
Legendre-Polynome P,(1+ 2p), n € Ny, die eng mit den endlichdimension-
alen Darstellungen zusammenhéngen, das zweite im Intervall I, = [0, oo[ sind
eng verkniipft mit den unitaren Darstellungen, die konischen Funktionen

+
Pf%+iq(1 + 2p)7 qe R .

3.3 Finit-dimensional representations,
Legendre polynoms

Die gegenwartige Situation in der Literatur hinsichtlich der irreduziblen endlichdi-
mensionalen Darstellungen scheint uniibersichtlich. Es gibt, so weit ich es tiberblicke,
vier verschiedene Methoden, um zu den irreduziblen endlichdimensionalen Darstel-
lungen zu gelangen. Die Schopfer dieser Methoden sind ANDERECK & ABRA-
HAMS(1980), PENDRY(1982), ERDOS & HERNDON(1982) und FELDERHOF(1986).

Nur in einer dieser 4 Arbeiten, der von ERDOS & HERNDON(1982), steht,
worauf es ankommt. In deren §7.3 wird ganz klar gesagt, dafi die irreduziblen
(endlichdimensionalen)? Darstellungen der SU(1,1) gesucht sind. Doch, anstatt
nun, ausgestattet mit dieser Erkenntnis, die seit der Jahrhundertwende bekan-
nten irreduziblen Darstellungen hinzuschreiben und zu untersuchen, fahren beide
Autoren bei ihrem ungiinstigen Startpunkt fort und reduzieren das zweifache Ten-
sorprodukt T* @ T und das vierfache Tensorprodukt (T*@ T)® (T*® T) aus.
Dann, um das Ungliick perfekt zu machen, geben sie nur die Symmetrien der
ME der 3D bzw. 5D irreduziblen Darstellungen an und nicht die ME selbst, mit
dem Resultat, dafl alles kompliziert und uniibersichtlich wirkt. Dies ist insofern
unverstandlich, als einer der Autoren, schon frither [ERDOS(1967)] eine klarere
Abhandlung ausgearbeitet hatte, die leider unverdoffentlicht blieb.

Die Folge dieser ungliicklichen Darlegung war, dafl andere Autoren den Kern
der Aussage tibersahen und “neue” , “einfachere” Methoden entwickelten, um
zu den 3D bzw. 5D irreduziblen Darstellungen der SU(1,1) zu gelangen. So ist
die Enstehung der Arbeiten von KIRKMAN & PENDRY(1984a.b) und FELDER-
HOF(1986) zu verstehen.

KIRKMAN & PENDRY(1984a) betrachten Tensorprodukte der Form TON
und (T* (X)T)@N7 die sie mit Hilfe der symmetrischen Gruppe reduzieren bzw.
“verbessert” reduzieren. Fiir alle klassischen Gruppen, zu denen auch die
SU(1,1) gehort, ist dies ebenfalls seit der Jahrhundertwende bekannt und geldst
[TUNG(1985) und Rererenzen darin|. Young Tableau’s entdeckt man allerd-
ings erst in der neueren Arbeit von PENDRY & CASTANO(1988), und von irre-
duziblen Darstellungen ist in dieser Arbeit, genauso wie in der obengenannten

2Wir sprechen in diesem Abschnitt ausschlieSlich von endlichdimensionalen Darstellungen.
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Arbeit, keine Rede.

Die Arbeit von FELDERHOF(1986) zeichnet sich dadurch aus, dal man dort
zum ersten Mal die 3D bzw. 5D irreduzible Darstellung, explizit in Matrixform
angegeben findet. Der gewahlte Zugang tiber den harmonischen Oszillator stellt
aber, im Zusammenhang mit dem Problem der Ausbreitung von Wellen in 1D
ungeordneten Systemen, einen Umweg dar.

Etwas ungewohnlich ist die Methode von ANDERECK & ABRAHAMS (1980).
Beide Autoren gelangen zu den irreduziblen Darstellungen der SU(1,1) in Gestalt
der irreduziblen Darstellungen der SL(2, R ). Diese beiden Gruppen sind inner-
halb der SL(2, € ) konjugiert zueinander [KNAPP(1986), p.39 und BARGMANN(1947),
§3]. Es gilt

SL(2,R ) = ( o >SU<1,1) ( o >_1. (3.15)

Schauen wir uns jetzt die endlichdimensionalen irreduziblen Darstellungen
niaher an. Wir finden sie zum Beispiel bei BARGMANN(1947) GI1.(10.33).

Die dort angegebene Form hat den Vorteil, sowohl mit den unitaren Darstel-
lungen der SU(1,1) als auch mit den unitdren Darstellungen der Drehgruppe
SO(3), genauer deren Spinorgruppe SU(2), vergleichbar zu sein. Die unitéren
Darstellungen der SU(1,1) erhélt man aus den korrespondierenden endlichdi-
mensionalen Darstellungen durch analytische Fortsetzung im Index, die unitéaren
Darstellungen der SU(2) durch simples Ersetzen von b durch —b. Ein Nachteil
dieser Form ist allerdings, daf§ hier unbequeme Wurzelfaktoren auftreten.

Benutzen wir stattdessen die volle nicht-unitére Prinzipalserie (3.4), so bekom-
men wir die endlichdimensionalen Darstellungen fiir halb- oder ganzzahliges v.
Dann sind die ME Polynome in a, @, b, b. Das (0,0)-ME tritt nur fiir ganzzahlige
v auf und es gilt [VILENKIN(1969)]

Pron(T) =Pl H(T) = Pu(1 + 2p), k € IN,. (3.16)

Py(1+ 2p) sind die Legendre-Polynome in der Variablen 1 + 2p.
Die Orthogonalitats- und Vollstandigkeitrelationen der Legendre-Polynome
lauten

/11 Pr(1+20)Py(1 +2p) d(1 + 2p) =

i o1 Ok (3.17)

und

s 2
P.(14+2p)P,(1+2p") = dp—p'). 3.18
kgk(er)k(er) 1) (3.18)
Funktionen des Widerstandes, die quadratintegrabel tiber [—1,1] in z = 1 4 2p,
d.h. iiber [-1,0] in p, sind, konnen daher nach Legendre-Polynomen entwickelt
werden.

£(0) = S an (k+ ) Pil1 + 20 (3.19)
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mit
w= [ FPBO+20)d(1 +2) (3.20)

Mittelung von (3.19) ergibt

[e.9]

Fw = S a (k+1) [(PPAIYY], . (3.21)
k=0
wobei wir wieder beriicksichtigt haben, daf§ p in (3.19) der Gesamtwiderstand
ist und wegen der Darstellungseigenschaft der P+*’s

Pﬁ’“(TgeS,) = ij’k(TN) o ~7>f+”“(T1) (3.22)

gilt. AuBlerdem wurden Mittelwertbildung und Summation iiber k vertauscht.
Die Vorgehensweise ist daher mit der im 2-ten Abschnitt illustrierten identisch.

Allerdings ist Vorsicht geboten! Die Entwicklung (3.19) gilt nur fir p €
[—1,0]. Fiir andere p muf} die Summe auf der rechten Seite nichts mit der Funk-
tion f(p) gemein haben. Fir den Fall, dafl f(p) ein Polynom ist, ist die Entwick-
lung (3.19) aber fiir alle p € C giiltig. Dann macht auch (3.21) Sinn, wo wir
tiber p € [0, o[ mitteln.

Wir kénnen auch ein Analogon zur Verteilungsfunktion py(p) angeben

() = 3 Pl +20) [(PFH(T)Y] (3.23)

00"
k=0

pE\?I’O} (p) ist nicht die Verteilungsfunktion. Wenn man aber die Mittelung geeignet
analytisch fortsetzen kénnte, dann konnte man (3.23) als analytische Fortsetzung
der Verteilungsfunktion py(p) im Intervall [—1, 0] auffassen.

Andererseits liee sich (3.23) u.U. als eine Art Kern eines die Mittelwerte von
Funktionen des Widerstandes erzeugenden Funktionals interpretieren, derart dafl

G = [ 950 () d(1 + 29) (3.24)

gilt.

Ohne Zweifel liefert (3.24) bei gliedweiser Integration fiir alle Polynome f(p)
das richtige Ergebnis (3.21), so dafl folgende Fragen offen bleiben: Gibt es Funk-
tionen f(p), die keine Polynome sind und fiir die (3.21) Sinn macht? Wie sind
(3.23) und (3.24) zu interpretieren?

Bemerkung:

Diese Probleme treten bei den im nichsten Abschnitt zu besprechenden unitiren
Darstellungen nicht auf.
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Erganzungen:

Aus der vollen nicht-unitdren Prinzipalserie (3.4) bekommen wir fiir die 1D, 3D
und 5D Darstellung

+,0 a b _
(5] -
—1 0 1
m\n
) -1 a? ab b?
P (5 o)) = o | e R 2 (3.26)
1 b+ a*b* a*’

a* a®b a?b? ab® b*
4030 a2(|a]* + 3|b]%) 2ab(|al® + [b]*) B2(3lal®> + o) 4a*b?
6a%b*"  3ab*(Jal® + [b*) lal* + 4[af® |b]* + [b]"  3a*b(lal® + [b]*) 6a*b? (3.27)
4ab*” b (3l + b°)  2a*b*(lal® + b°) @ (la)* +3b%) 4a*’b
b+ a*b*’ a* b’ a* b* a*

Die Anordnung der ME ist an der 3D Darstellung gekennzeichnet.
Diese Darstellungen sind zur Berechnung der ersten beiden Momente von p
und [t|~* = 1 4 p ausreichend. Fiir die Entwicklung (3.21) finden wir

(In = —+5 (PP, (3.28)
P = =5[], + g POV, G29)
und
L [ T
() = 5+5 (PP, (3.30)
(7 = 5+ [PFITOY], + 6 [PFETIY], - (331)



Stellen wir jetzt, wie BARGMANN(1947), die Transfermatrizen im Raum der
homogenen Polynome P,;(x) vom Grad 2j, j halbzahlig oder ganzzahlig, dar.
Durch

PHH(T) = Py (Tx), (3.32)

OHT(T,) Py (T1x) = Poj(ToTix) (3.33)

wird eine Darstellung der SU(1,1) der Dimension 25 4 1 definiert. Diese Darstel-
lungen sind irreduzibel [BARGMANN(1947)]. Wie héngen diese Darstellungen
mit den Darstellungen der vollen nicht-unitaren Prinzipalserie zusammen? Ohne
Beweis gilt

PHI(T) = ¥+ (T7) (3.34)
wenn wir als Basis Monome der Gestalt 27723~ wihlen und nach fallendem
m anordnen. Dies erleichtert den Vergleich, der von den verschiedenen Autoren
gefundenen dquivalenten Darstellungen.

Abschlieend bemerke ich, dafl die im 1-ten Abschnitt stérenden Phasenma-
trizen U '(zy) und U(z;) in den relevanten Darstellungen wegen
P(%’k(U) = 1 wegfallen. Dies gilt auch bei den im folgenden zu besprechenden
unitaren Darstellungen.
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3.4 Unitary representions, spectral analysis,
conical functions, probability distribution

Einleitung

Fiir unitare Darstellungen gelten méachtige Satze:

Funktionen, die iiber der Gruppenmannigfaltigkeit quadrat-
integrabel sind, konnen nach den irreduziblen unitaren Darstel-
lungen zerlegt werden. (verallgemeinerte harmonische Analyse
= Spektralanalyse)

Die unitaren Darstellungen der SU(1,1) wurden erstmalig von BARGMANN (1947)
bestimmt und sind die ersten iiberhaupt bestimmten fiir eine nicht-kompakte
Gruppe.

Im Rahmen des hier untersuchten Problems steht MELLO(1986) der Verdi-
enst zu, die Idee der Spektralanalyse eingefiihrt zu haben. Allerdings verfolgte
er ein anderes Ziel, ndmlich einen zentralen Grenzwertsatz fiir die SU(1,1) zu
beweisen. In dessen Anhang sind, in der Sprache Bargmanns, die wichtigsten
Ergebnisse fiir die unitdren Darstellungen der SU(1,1) zusammengefaft.

Wir werden jedoch ganz der Darlegung VILENKINs (1969) folgen. Die Ar-
beiten Bargmanns und Vilenkins unterscheiden sich in der Wahl der Basis. Bargmann
ist ausschlieBlich an den unitdren Darstellungen der SU(1,1) interessiert und
wéhlte eine Basis, die mit den unitaren Darstellungen der SU(2) (der Drehgruppe)
vergleichbar ist, aber zu unangenehmen Wurzelfaktoren der ME fiihrt. Vilenkin
dagegen geht von der vollen nicht-unitaren Prinzipalserie aus, so dafl keine Wurzelfak-
toren auftreten.

Abschlieend mochte ich fiir die allgemeine Darstellungtheorie und abstrakte
Resultate noch das Buch von KNAPP(1986) nennen.

Nun aber ’ran!

Mittelung tiber SU(1,1) quadratintegrabler
Funktionen.

Im ersten Abschnitt sahen wir, dafl sich jede Transfermatrix mit Hilfe der Euler-
winkel ¢ und ¢, sowie dem dimensionslosen Widerstand p parametrisieren lafit.
Nach VILENKIN(1969) kénnen wir Funktionen f(¢, p, 1) spektral zerlegen

$6.00) = 1= 3 [ Pt (T ranhf(q + i) dg +

39



£ 3 (1) B 0P

l=1—¢

(3.35)

In dieser Notation sind m und n ganzzahlig fiir ¢ = 0 und halbzahlig fir e =

i Pl Ztie E)(T) sind die unitdren Prinzipalserien P 2Hq( T) und Po)
die diskreten Serien DXf(T). + steht fiir ¢ = 0 und — fiir e = 1. Die

2
Spektralkoeffizienten a5, und b5, sind durch

///f¢’P> YPLnd ) (T) dpdo dv (3.36)

und
o T m A e+ DT —m =+ 1)
bn(6) = (=) Pl tntetDI(l—n—ct1)
< RGP (T dpdods (337
gegeben.

(3.35) - (3.37) sind einigermaflen kompliziert. Wir aber wollen nur Funktio-
nen f(p) des Widerstandes allein analysieren. Diese Funktionen sind unabhéngig
von den Euler-Winkeln, und die ganze Winkelabhangigkeit der Darstellungsma-
trizen steckt in Phasenfaktoren [s. (3.7)]. Dies hat einschneidende Konsequen-
zen fiir die Spektralkoeffizienten (3.35). Nach Ausfiihrung der Winkelintegration
tiberlebt lediglich der (0,0)-Koeffizient, alle anderen sind identisch Null. Dies
vereinfacht die Spektralanalyse fiir Funktionen des Widerstandes zu

Flo) = [ (@R ™ (T) 2q tanh(mg) dg (3.38)

mit dem Spektralkoeffizienten
alq) = | F(PIPy (1 +20) dp. (3.39)

—— i+ . .
Die beiden diskreten Serien DEf und P 2" Pesitzen kein (0,0)-ME und ver-
schwinden vollig. Dann wurde die Notation zu

alg) = agy(q), (3.40)

—7+z 0)
Py (420 = Pt (3.41)

verkiirzt und Pféﬂ-q(l +2p) = Pféﬂ-q(l + 2p) verwendet.
(3.38) und (3.39) ist gerade die Entwicklung von Funktionen des Wider-
standes nach konischen Funktionen, von der ich am Ende des 2-ten Abschnittes
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sprach. Die konischen Funktionen lassen sich auch als hypergeometrische Funk-
tionen ausdriicken

(3.38) und (3.39) liefern uns auch alles, um das Ensemble-Mittel fiir beliebige
Funktionen des Widerstandes zu bestimmen. Mittelung von (3.38) gibt

(Pl = [ alg) [(PHH09T)Y] 2gtanb(rg) g, (3.43)

wenn man berticksichtigt, dafl p in (3.38) der Gesamtwiderstand ist, wegen der
Darstellungseigenschaft der P+—3+i’g

PHTE (T ) = PH2t9(Ty) - PRI (T (3.44)

gilt und die Mittelwertbildung mit der Integration iiber ¢ vertauscht.

Abgesehen von der Schwierigkeit das (0,0)-ME der N-ten Potenz der un-
endlichdimensionalen Matrix (P+~27(T)) zu berechnen, womit wir uns noch
im 4-ten Kapitel beschéftigen werden, l6sen (3.39) und (3.43) das Problem der
Mittelung fiir alle tiber der Gruppenmannigfaltigkeit quadratintegrablen Funk-
tionen. Quadratintegrabel?

p, p°, o = 1/p, In(1 + p), um nur ein paar Beispiele zu nennen, sind nicht
quadratintegrabel iiber [0, co].

Mittelung wichtiger Funktionen des Widerstandes, die nicht
quadratintegrabel iiber SU(1,1) sind und die Verteilungs-
funktion.

Die eben genannten Beispiele sind Vertreter einer ganz bestimmten Klasse von
Funktionen 1/f%*(p), welche nur am Rand des Intervalls [0, co[ Singularitiaten
besitzen, d.h. fiir die gilt

lim f**(p) = 0
=0 (3.45)

lim /% (p) = 0

p—00
Der Trick ist nun die Singularitaten aus dem Integrationsbereich wegzuschieben,
bzw. geeignet zu ddmpfen, so dafl der Spektralkoeffizient (3.39) existiert. Fiir alle
gegenwartig in der Literatur diskutierten Funktionen des Widerstandes erreichen
wir dies durch die Hilfsfunktion?

fd,s (p)

e rs
0+ fo=(p)
3Die Dampfung mit e~#* ist sehr bekannt [s. z.B. MEssi1aH(1982), QMI, CH.V, §7].

(3.46)
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mit § > 0 und Re(s) > 0. Den uns eigentlich interessierenden Mittelwert bekom-
men wir dann durch Grenziibergang in (3.43)

< : >N:hm<f575(p)>N- (3.47)

fo=(p) 5,50
Dieser Grenziibergang existiert genau dann, wenn (W) ~ uberhaupt existiert,
d.h., wenn
1  pn(p)
L dp (3.48)
<f°’o°(p) >N o fo=(p)

existiert, wo py(p) die Verteilungsfunktion fir N Streuer ist. Dies liegt daran,
daf

sl = [~ Sslolpn(p) dp (3.49)

fir 0 # 0, s # 0 mit der durch die Spektralanalyse gewonnenen Funktion
iibereinstimmt. Auf die Reihenfolge der Grenzwertbildung und Mittelung in
(3.47) ist zu achten.

AuBer diesem allgemeinen Verfahren gibt es fiir gewisse rationale Funktionen
des Widerstandes noch eine weitere Moglichkeit, die einfacher sein diirfte.* Dazu
beobachten wir zuerst

pn(s) = (e™”)n = /0 " pn(p)e dp. (3.50)

Der Mittelwert von e *® ist gerade die Laplace-Transformierte der Verteilungs-
funktion. Fiir diese konnen wir daher schreiben

1 e+i00

pn(p) = 2—/ (e7P*)nel? ds, e>0. (3.51)
T Je—ioco

Setzen wir jetzt in (3.39) und (3.43) f(p) = e *°, dann diesen Ausdruck in (3.51)

ein und vertauschen die inverse Laplace-Transformation mit der Integration iiber

¢, dann bekommen wir

pn(p) = /OOO {(th%ﬂq(T»N} oo P 14iq(1 4 2p) 2 tanh(mq) dg

(3.52)

Dies ist die langgesuchte Formel fiir die Verteilungsfunktion. Das gleiche Resultat
erhélt man auch, wenn man, wie am Ende des 2-ten Anschnittes vorgeschlagen,
die Vollstandigkeitrelation fiir die konischen Funktionen verwendet.

4Die nachfolgend beschriebene Methode li8t sich vermutlich auf alle rationalen Funktionen
ausdehnen, doch lohnt der Aufwand hier nicht.
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Die Integration von (3.52) gibt einige Probleme auf, die nicht unbekannt sind.
Eine grobe Sattelpunktabschidtzung von (3.52) im Landauer-Limes (s. IV.3)
liefert ein Ergebnis wie (5.22) von MELLO(1986) und ist daher unbrauchbar.

Ahnliche Schwierigkeiten fand auch ABRIKOSOV(1981), der Potentiale vom
Typ Gaufischen weiflen Rauschens mit einer ganz anderen Methode untersuchte.
Dessen asymptotischer Ausdruck Gl.(18) fiir die Verteilungsfunktion reproduzierte,
im Gegensatz zum exakten Ausdruck Gl.(16), die Momente verschiedener Funk-
tionen des Widerstandes nicht richtig.

Im Landauer-Limes 148t sich das Problem losen, indem man fiir die konischen
Funktionen im Integranden von (3.52) geeignete Integraldarstellungen verwen-
det. Dies ist notig, da MELLO(1986) daran fehlgeschlagen ist, daBf im Limes
p — 00 %P_%Hq(l + 2p) divergiert.

Dann bemerke ich noch, da, wenn wir (3.52) zur Mittelwertbildung ver-
wenden wollen, wir nur fiir iiber [0, co[ quadratintegrable Funktionen des Wider-
standes die Integration iiber p mit der Integration tiber ¢ vertauschen diirfen.

Gehen wir jetzt wieder zu den Gln.(3.50) und (3.51) zuriick. Differenzieren
wir (3.50) m-mal und bilden dann den Limes s — 0, so bekommen wir

lim o (s) = lim |- pw(p)(=p)™e™” dp = (=)"(p")w, (3.53)
s—0 ds s—0Jo
d.h. Differentation der Laplace-Transformierten der Verteilungsfunktion gibt uns
alle positiven ganzzahligen Momente des Widerstandes. Analog liefert uns In-
tegration von (3.50) alle negativen ganzzahligen Momente. Dann kénnen wir
noch alle ganzzahligen Momente von p + £ berechnen, indem wir (3.50) mit e~
multiplizieren. Bevor ich die Ergebnisse dieses Abschnittes iibersichtlich zusam-
menstelle, noch ein paar Bemerkungen, zuerst zu In(1 + p).

Es ist kaum zu erwarten, daB man fiir In(1 + p) den Spektralkoeffizienten
(3.42) ausrechnen kann. Es gilt aber [PENDRY(1988), PESCHEL(1989)]

In(1+ p) = lim %eln(”pw = lim %(1 +p)V. (3.54)

Dann gilt fiir die Laplace-Transformierte der Verteilungsfunktion von In(1 + p)

() = [ pnin(L+ e " (1 + )

S|
= —— pn[In(l + p)] e "H) g
J, 3, riin(+ plle /

=pn(p)
= (eI N = (14 p) ") (3.55)

Wenn wir, wie in (3.55), die Laplace-Transformierte direkt berechnen, dann ex-
istiert ((1+ p)~*)n fiir alle s € €. Der entsprechende Spektralkoeffizient (3.42)
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ist jedoch nur fiir Re(s) > 1/2 definiert. Reichte bei Singularitdten am Rande
des Integrationsbereichs stetige Fortsetzung aus, so miissen wir hier das aus der
Spektralanalyse gewonnene py(s) analytisch fortsetzen, um daraus die ganzzahli-
gen Momente von In(1 + p) zu erhalten. Fiir die inverse Laplace-Transformierte
geniigt es aber auch, den Integrationsweg geeignet zu wahlen

~ 1 peti+tico i .
puln(l+p)] = o /+12 C{(L+p) (1 +p)°ds  e>0.  (3.56)
€ 57200

Vertauschen wir wie in (3.51) die inverse Laplace-Transformierte mit der Inte-
gration tiiber ¢, so bekommen wir eine zu (3.52) analoge Formel, wie es auch sein
muf.

Jetzt noch zu der Frage, welche Spektralkoeffizienten man in einschléagigen
Integraltafeln findet.

Spektralkoeffizienten

a) (L+p)*:

mit (3.39) und (3.42) finden wir bei GRADSHTEYN & RyYZHIK(1965), p.849,
GL.7.512 10

a(Qa S) = A <1+p)_82F1(%+ZQ7% _ZQJ]‘7_p) dlo

I(—1+4ig+s)(—5 —ig+s)

B T2(s) ) Re(s) > 3 (3.57)
und mit (3.43), (3.55) und (2.34)
pn(s) = ([H*)n
— [T [pr—itia D(—3 +iq+ s)(—1 —ig +s)
= /0 [<’P+ + (T)>N} " 2 0s) 2¢ tanh(mq) dq.
(3.58)

Dieses Ergebnis wurde bereits von KIRKMAN & PENDRY(1984b) [GL.(69)] ge-
funden. Wir finden aber zusétzlich, dafl das Gewicht w(q) = 2¢ tanh(7q) fiir alle
q exakt ist.

(3.58) stimmt, wenn man von den (0,0)-ME’en der N-ten Potenzen der
gemittelten unitdren Darstellungen absieht, bis auf das i-Tiipfelchen mit G1.(23)
von ABRIKOSOV(1981) tiberein. Im Fall der Potentiale vom Typ Gaufischen
weilen Rauschen liefern also Transfermatrixformalismus und die Diagrammtech-
nik von ABRIKOSOV & RYZHKIN(1978) das gleiche Resultat. Potentiale vom
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Typ Gauflschen weiflen Rauschen zeichnen sich innerhalb des Transfermatrixfor-
malismus dadurch aus, da8 sich die (0,0)-ME der N-ten Potenzen der gemittelten
unitaren Darstellungen im wesentlichen auf eine einzige Exponentialfunktion re-
duzieren.

b) e~*5:

Hier finden wir je 2 Eintrage, Gl. 1.19.2 und 1.19.3 bei OBERHETTINGER ET.
AL.(1973) und Gln. 7.5.22(1.,2.,3.) bei GRADSHSTEYN & RyYZHIK(1965). Mir
ist es aber nicht gelungen, die Whittaker-Funktion auf die modifizierte Bessel-
Funktion zuriickzufiithren, oder umgekehrt. Die Argumente und Vorfaktoren
passen nicht, so daf} sich die Frage erhebt, ob nicht einer (oder beide) Eintrége
falsch sind. Im Licht dieser Moglichkeit sollte man auch das Integral fiir den
Spektralkoeffizienten von (1 + p)~* nochmals tiberpriifen.

Zusammenfassung

Mit Hilfe der unitéren Darstellungen der SU(1,1) lassen sich analytische Formeln
fiir den Mittelwert nahezu jeder beliebigen Funktion des Widerstandes angeben.
Im einzelnen gilt

(P = [~ alg) [(P3+9(T)Y]  2qtanh(zq)dg  (3.59)

a(@) = [ FpIP_yy (15200 dp. (3.60)

—144 .
P_ii,(1+2p) = oFi(3 +iq, 5 —ig,1,—p) = Py 2 (p) ist das (0,0)-ME der
unitaren Prinzipalserie Pzt oF) ist die hypergeometrische Funktion und
P 1 +iq(1 +2p) die konische Funktion in der Variablen 1+ 2p. T bezeichnet ein

Gruppenelement der SU(1,1).
Die ME von P*~2+4(T) sind durch

i TUT) = O (—L 4 ig) T x
X oF1 (3 +ig+n, 2 —ig+n,n—m+1;—[b]?) (3.61)
fir n > m und durch
P 2 UT) = O (=4 +ig) " x
X oF1 (3 +ig—n,3 —ig—n,m—n+1;—|b]) (3.62)
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fir n < m mit

1 D(—3+ig+n+1)

1) -
O (=3 +i4) (n—m)! T(=L +ig+m+1)

n>m  (3.63)

und
Omn = (—)"""Oum (3.64)

gegeben [VILENKIN(1969), Chap.VII, §1.4, G1.(6) oder auch BARGMANN (1947),
§10, aber verschiedene Basis beachten!]. Eine Integraldarstellung der ME bekom-
men wir, indem wir in (3.4) v = —1 + iq setzen

1. 1 2r o o
Paii P UT) = o [ (b @) e 4 q) A g, (3.65)
m Jo
Weitere Integraldarstellungen, Reihenentwicklungen und andere u.U. niitzliche
Formeln findet man bei VILENKIN(1969).
Die beiden Verteilungsfunktionen py(p) und py(In(l + p)) sind durch

pwlp) = [ [(PHETY] Py (L4 202 tank(rg) g (3.66)

und
pn(z =In(1+ p)) = e*pn(e® — 1) (3.67)
gegeben.

Beriicksichtigen wir [t|> = 1/(1 + p) und |r|* = p/(1 + p), so lassen sich alle
derzeit interessierenden und nun aufgelisteten Momente

L () (It

2. (|rP)w (Il

3. (o), (p*)w

4. (o0 =1/p)n, (o%)x

5. (In(1+ p))w, (In*(1+p))n
6. (Inp), (In p)x,

gemafl dem vorher Gesagten, aus der spektralen Analyse einer einzigen Funktion
91, v,5,0,€) = (3 + p) (1 + p)e= (€0 (3.68)

mit 6,& > 0; p, v € € und Re(s) > 0 in Verbindung mit geeigneter Differentation
oder Integration sowie gewisser Grenziibergange gewinnen.
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Explizite Formeln: Das Problem
der N-ten Potenz einer Matrix

4.1 Introduction

Im vorhergehenden Abschnitt habe ich gezeigt, wie sich die Berechnung des Mit-
telwertes einer beliebigen Funktion des Widerstandes auf die Berechnung des
(0,0)-ME der N-ten Potenz einer Matrix zuriickfiihren 1a8t. Doch wie berechnet
man das (0,0)-ME der N-ten Potenz einer Matrix?

Ublicherweise [s. z.B. ERDOS & HERNDON(1982), KIRKMAN & PENDRY (1984b),
FELDERHOF & FORD(1986)] bestimmt man lediglich den betragsméBig grofiten
EW Apax der Matrix (P17 (T)) v und sagt dann im thermodynamischen Limes sei
(f(p))n ~ AY... Einzig die Arbeit von EBERLE (1982) bildet eine Ausnahme.
Eberle benutzte die von Erdos & Herndon gewonnenen 3D bzw. 5D Darstellun-
gen. In deren Basis steckt der Widerstand im (1,1)-ME der 3D und das Quadrat
des Widerstandes im (2,2)-ME der 5D Darstellung. Eberles Gln.(3.27) und (C.10)
sind nun die exakten und expliziten Ausdriicke fiir das (1,1) bzw. (2,2) Element
der N-ten Potenz einer beliebigen 3D bzw. 5D Matrix fiir den Spezialfall, daf alle
EW verschieden sind. Eberles Formeln lassen sich aber noch einfacher schreiben
(s. IV.2). Unter explizit verstehen wir, daf$ das ME der N-ten Potenz A" einer
Matrix A allein durch die EW und ME von A ausgedriickt ist.

Bemerkenswert ist noch, dafl es Eberle mit Hilfe der Theorie symmetrischer
Funktionen gelungen ist, die EW zu eliminieren und durch die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms von A zu ersetzen. Seine resultierenden Gln.(3.28)-
(3.31) sowie (C.11) und (C.12) sind vermutlich unabhéngig von der Einschréankung
der EW giiltig, aber sehr unhandlich, kompliziert und was am schwerwiegendsten
ist, das charakteristische Verhalten im thermodynamischen Limes ist nicht mehr
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ersichtlich. Ich erwahne dies dennoch, da eine Fortentwicklung dieser Gedanken
u.U. weiterfithren und sehr niitzliche Formeln liefern kann. Kehren wir jetzt zum
Anfang zurtick:

Es geniigt nicht, lediglich den grofiten EW )., zu bestim-
men. Zur Bestimmung von (f(p))y wird nur das (0,0)-ME
benotigt. Dieses mufl A\, nicht enthalten!

Triviales Beispiel: Die N-te Potenz einer Diagonalmatrix
M N
: = . (4.1)
Ak AN

Hier taucht jeder EW einzeln, entsprechend seiner Vielfachheit, ausschliefSlich in
der Diagonalen auf.

Um entscheiden zu konnen, ob ein bestimmter EW in einem bestimmten ME
auftaucht, benotigen wir i.a. exakte Formeln fiir die N-te Potenz einer Matrix.
Nur manchmal 1a3t sich dies umgehen, z.B., wenn wir wissen, daf, wie fiir die
endlichdimensionalen Darstellungen der Fall, das (0,0)-ME grofler Eins sein muf3
und nur ein EW vom Betrag grofler gleich 1 ist. Dann muf§ dieser zwangslaufig
vorkommen und das Verhalten fiir grofe N bestimmen(s. IV.5).

4.2 Cauchy’s integral formula

Nach einigen Miihen fand ich, dafl die Cauchysche Integralformel auch fiir Funk-
tionen beschrankter linearer Operatoren giiltig ist. Wenn A ein beschrénkter
linearer Operator und f(A) eine analytische Funktion ist, dann gilt

F(A) 217” 7(0 A{ <_A)A i), (4.2)

wobei die Integrationskurve das Spektrum von A im Inneren enthalt. Fiir den
endlichdimensionalen Fall findet man diese, dann auf STICKELBERGER(1881)
[s.a. FROBENIUS(1896) S.11] zuriickgehende Formel, in den Arbeiten von RINE-
HART(1955) und AFRIAT(1959) erldautert. Im unendlichdimensionalen Fall findet
man den Einstieg in den Originalarbeiten von LORCH(1942), DUNFORD(1943)
und TAYLOR(1943), dann in dem Buch von LORCH(1962).

Ob, und wenn ja, wie (4.2) im unendlichdimensionalen Fall zur Erzielung
konkreter Ergebnisse herangezogen werden kann, habe ich bisher nicht heraus-
gefunden. Der Ansatz von EBERLE(1982) mit den symmetrischen Funktionen
scheint aber unabhangig von der Dimension zu sein und konnte daher u.U. weit-
erhelfen.
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Der endlichdimensionale Fall ist mit der Cramerschen Regel und dem Residuen-
satz einfach zu behandeln. Nach der Cramerschen Regel gilt
B(Y)

(M — A = N (4.3)

B()\) ist die adjungierte Matrix ' zu Al — A und

S

AM) = [T = w)m (4.4)

k=1

ist die Determinante von Al — A. A\ sind die EW von A mit der Vielfachheit n;,
so dafl wir )
dimA = ny (4.5)
k=1

haben. Setzen wir (4.3) und (4.4) in (4.2) ein und wenden den Residuensatz an,
dann bekommen wir die explizite Formel

s

FIA) =" [ZFFO ) + Z2F () + -+ + 28 FmD ()] (4.6)
k=1
Die durch Differenzieren enstehenden Matrizen

o 1 B()\) (nk—7)
2 = G i ) lAk(A)LM (*.7)

sind die Komponenten' von A. Ay()) ist definiert als

A(N)

(4.8)

(4.3)-(4.8) stimmen mit den Ergebnissen von GANTMACHER(1959), Kap.V iiberein.

In der dlteren Literatur findet man auch die Bezeichnungen:

adjungierte Matrix = Resolvente = Resultante
Komponente = Frobeniussche Kovariante
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Weitere umfassende und klare Darstellungen der Theorie der Funktionen von
Matrizen endlicher Dimension findet man bei GANTMACHER(1959), LAppPO-
DANILEWSKY(1953) und SCHWERDTFEGER(1938). Diese Autoren wéahlen an-
dere Zugange als die Cauchysche Integralformel.

4.3 A simple condition for the occurence of Amax
in the (0,0)-matrix element

G1.(4.6) entnimmt man fiir den Spezialfall f(A) = A", daB der EW ), genau
dann fiir N — oo (thermodynamischer Limes)? im (0,0)-ME vorkommt, wenn

Zgj # 0
fiir wenigstens ein 1 < j < ny gilt. Z’gg bezeichnet das (0,0)-ME der Komponente
Z" . Nach (4.7) bedeutet dies

(nk—17)
Boo()\)]
£ 0. (4.9)
[Ako‘) A=Xg
Fiir einfache EW (nj = 1) vereinfacht sich (4.9) zu
Boo(A\x) # 0, (4.10)

und wir halten fest

Ist A\uax ein einfacher EW von A und By(Auax) # 0, so do-
miniert \,,, im thermodynamischen Limes und es gilt

L BooAmax) yn (4.11)

00 N:OO Amax(Amax) max
Der einfachste Fall von Interesse ist die 3D Darstellung der Transfermatrix 73;“1 (T)
bzw. PJZL’_Q(T) (s. II1.2), die fiir den Mittelwert des Widerstandes mafigebend

ist. Da die Eigenschaft (2.6) auch bei Mittelung erhalten bleibt (s. Anhang B),
hat P}r’l(T) stets die Gestalt [s. a. (3.26)]

a b c
PIAT) =] ed e |. (4.12)
¢ bt a*
Damit bekommen wir
a— A\ ﬁ c
Boo(/\) = er d A €
= A —2Re(a)\ + |af* — |c[*. (4.13)

°Es kann passieren, da8 A erst ab einer bestimmten Potenz von A vorkommt.
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Unter den Voraussetzungen von (4.11) liefert dies fiir das asymptotische Verhal-
ten des Widerstandes [s. (3.28)]

1 X0 = 2Ro(0) A + Jaf? = Jef? |y

Nfoo 2 ()\max - Al)(/\max - >\2) e

(p)n (4.14)

wobei A\; und A die beiden anderen EW von P}r’l(T) sind.

4.4 Special cases for AV

In diesem Abschnitt liste ich einige Spezialfille fiir AY auf, in denen die allgemeine
Formel (4.6) eine besonders einfache Gestalt annimmt, oder in denen es gar
moglich ist, fiir unendlichdimensionale A die N-te Potenz zu bestimmen.

1. A endlichdimensional mit paarweise verschiedenen EW:

Da alle EW )\, lediglich die Vielfachheit n; = 1 besitzen, schrumpfen (4.6) und
(4.7) zu

s

AY =3 7MY (4.15)
k=1
. B
2" =05 (4.16)
Es gilt (4.4)
AN =TT = M) (4.17)
und (4.8)
A = I (= A (4.18)
oz
Einsetzen in (4.15) gibt
AV Z Y B AN (4.19)
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oder auf gemeinsamen Hauptnenner gebracht

IT = X)Bw)AY

k=1 i
AV = (4.20)
ITOw =)

i>]

Fiir den Fall einer 3 x 3 bzw. 5 x 5 Matrix sind dies genau Eberles Gln.(3.27)
und (C.10).

2. Landauer-Limes:

Wie aus den vorangegangenen Abschnitten hervorgeht, ist eine exakte Losung
des Streuproblems auflerst schwierig. Um tiberhaupt irgendein Ergebnis zu erzie-
len, greifen die meisten Autoren daher zu groben Vereinfachungen. Betrachten
wir dazu die in II.2 gefundene Zerlegung der Gesamttransfermatrix

Pos” (Taes) = [P (Ay)PH (6N 72) - -7>+»”(eik52"z)7>+v”(A1)}00 . (4.21)

Da nur das (0,0)-ME von Interesse ist, fallen, wie schon in III erwéhnt, die beiden
Phasenmatrizen am Rande von (2.45) weg. Wegen (2.24) und (3.7) gilt

P;;,I/(e’ikféo'z) — eiq2k££ 5qr- (4.22)

Als Landauer-Limes bezeichnet man nun die Annahme, dafl man tiber Abstand
und Potentialform getrennt mitteln kann und dafl bei der Mittelung iiber den
Abstand alle Phasen mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen. Dafl die erste
Annahme das effektive Potential einer Atomkette nur unzulanglich beschreibt,
wurde in II1.1 gezeigt. Die Méangel der zweiten Annahme sind bei ERDOS &
HERNDON(1982) S.85 und 86 beschrieben. Sie ldfit sich aber als Grenzfall bes-
timmter Verteilungen rechtfertigen. Dazu betrachten wir die im néchsten Kapitel
naher untersuchte Poisson-Verteilung der Abstande

PE) = plE) = ne € j=2,.. N, (4.23)
mit n = 1/(£) der Dichte der Streuer und (§) dem mittleren Abstand benach-
barter Streuer. Mitteln wir mit dieser Verteilung (4.22), dann folgt

n

+,v( ikEeO — S
<7qu (6 )> n+zq2k qr

(4.24)

Fiir n/k = 27)\/(§) < 1, was wir als Grenzfall kleiner Dichte bezeichnen, werden
die Diagonalmatrixelemente, ausgehend vom (0,0)-ME, nach aufen hin schnell
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kleiner, so dafl es nach LANDAUER(1970) gerechtfertigt erscheint, alle ME, bis
auf das zentrale ME, durch Null zu ersetzen. (4.24) vereinfacht sich dann zu

(P (e™692)) = 840 60, (4.25)

d.h. einzig das (0,0)-ME (Pg;" (e*¢9=)) hat den Wert 1, die iibrigen ME sind
identisch Null.

(4.25) fithrt dazu, daf sich in (4.21) lediglich die (0,0)-ME der Potentialma-
trizen miteinander multiplizieren und damit skalares Verhalten bekommt

(Poo” (Tyes)) = Pog” (An)Pog” (An-1) - Pog” (As). (4.26)

Mittelt man noch iiber die Potentialform oder nimmt lauter gleiche Potentiale
an, so lautet das Resultat

(Pog” (Tges)) = (Pog” (A))™. (4.27)

Im Landauer-Limes 1a8t sich daher das (0,0)-ME der N-ten Potenz in allen, d.h.
auch den unendlichdimensionalen Darstellungen, exakt angeben.

3. A ist Darstellung einer niederdimensionalen Matrix:

Es gilt
A=9(T) (4.28)

und wegen der Darstellungseigenschaft
AY =o(T)N = o(TY). (4.29)

Die Bestimmung der N-ten Potenz von A kann daher auf die Berechnung der N-
ten Potenz von T zurtlickgefiithrt werden. Dies ist um so lohnender, je niedriger
die Dimension von T ist.

Dieser Fall tritt z.B. beim periodischen Potential und bei dem im nachsten
Kapitel betrachteten Limes hoher Streuerdichte auf. In beiden Fallen kann die
Berechnung der N-ten Potenz von A auf die Berechnung der N-ten Potenz der
2D Darstellung zuriickgefiihrt werden.
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4.5 The characteristics of growth with degener-
acy of the eigenvalues and linear resistance

Der allgemeinen Formel (4.6) entnimmt man, daB fiir den Spezialfall f(A) = AY
bei Entartung der EW auch Ableitungen auftauchen. Diese fithren zu einer
Uberlagerung des exponentiellen Wachstums mit einem Potenzanstieg. Wahrend
dies fiir A # 1 am qualitativen Verhalten im thermodynamischen Limes wenig
andert, tritt fiir A = 1 ein reines Potenzgesetz auf. Dies bedeutet, dafl es bei en-
tartetem EW A\ = 1 auch zu einem linearen Anstieg und damit zu einem linearen
Widerstand kommen kann. Der Fall entarteter EW soll daher etwas genauer unter
die Lupe genommen werden. Fiir den besonders wichtigen und gliicklicherweise
einfachen Fall des Widerstandes gebe ich fiir den wiederum einfachen Fall, dafl
der Widerstand direkt zu dem (0,0)-ME der N-ten Potenz der gemittelten 3D
Darstellung proportional ist, am Ende in tabellarischer Form einfache Kriterien
an, wann welches Wachstum vorliegt.

Zuerst 2 Satze globaler Natur, die sich unmittelbar aus den allgemeinen
Formeln (4.6) und (4.7) ergeben.

Satz 1:

Sei ny, die Vielfachheit des EW A, und J; der Jordan-Block von A zum EW ).,
dann gilt

Ap 1
SRR Z +0
=" -0 VN . (4.30)
D Z"=0 V(>
- .0
: e
J—1 ng—j

J; ist dabei eine ny x ni-Matrix. Die Anzahl der Einsen ist 7 — 1, die Anzahl der
Nullen ny — j.

Der wichtigere zu Satz 1 dquivalente Satz lautet:

95



Satz 2:

Ak 1

SRR B™(\) £ 0O
=" -0 & ) # . (4.31)
o BY\)=0 VY0</l<m

B(\;) ist die in (4.3) definierte adjungierte Matrix zu (A — Agl). Die Anzahl der
Einsen ist ny —m — 1, die Anzahl der Nullen m.

In Worten:

Die erste von Null verschiedene Ableitung von B()\;) bes-
timmt die Anzahl der Nullen im Jordan-Block J;, von A zum
EW ).

Satz 2 bekommt man aus Satz 1 und (4.7), wenn man fiir die Ableitungen in
(4.7) die Leibnizsche Regel anwendet. Fangen wir bei Z** an, so finden wir,
daB Z"* = (0 dquivalent zu B(\;) = 0 ist. Als nichstes finden wir dann Z*™ =
ZM=1 = () ist dquivalent zu B'()\;) und sukzessive so fort.

Satz 1 und Satz 2 verhalten sich dual zueinander. Wahrend die Komponenten
Z" von A auf die Anzahl der “Einsen” in J, abzielen, zielen die Ableitungen der
Adjungierten zu (A — A\gl) auf die Anzahl der “Nullen” in J; ab.

Die Niitzlichkeit der beiden Séatze liegt darin begriindet, dafl sie eine Ober-
grenze fiir die maximal vorkommende Potenz von N angeben, die den EW )\ in
den ME von A begleitet. Diese Obergrenze ist durch die Anzahl der “Einsen” in
Ji. gegeben.

Praktisch die einzige Moglichkeit ist (4.6), wenn es darum geht Kriterien dafiir
anzugeben, welche Potenz von N den EW )\; in einem einzelnen ME begleitet.
Genausowenig, wie einzelne ME [AN } , von A" bestimmte EW von A enthalten

o

miissen, kann es auch sein, dafl diese die hochstmogliche Potenz von N, die durch

den Jordan-Typ bestimmt ist, nicht enthalten. Nach (4.6) hat {AN } die Gestalt
nv

¢ d d(mx—1)
N = KLAN k2% \N kn N
AY] = > lZ,WAk PIL N T T e Ak] . (4.32)
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wobei Zﬁ{, das pv-te Element der Komponente Z* ist. (4.32) kénnen wir auch
so schreiben:

A - 2_: P, (N)AY (4.33)

und pf,(N) sind Polynome in N zum EW );. Da B()) und dessen Ableitungen
in (4.7) nur linear auftauchen, lassen sich zu Satz 1 und 2 analoge Aussagen tiber
den Grad der Polynome pfw gewinnen. Aus (4.32) folgt unmittelbar

Satz 3:

L Z" +£0
Gradp,, =j—1& y . (4.34)
ZM—0 Vi

Der zu Satz 2 analoge und wichtigste Satz lautet:

Satz 4:

B,(Zb) (M) #0

(4.35)
B (M) =0 VO<l<m

Gradpfw =n,—1—-m&

ny ist die Vielfachheit des EW )\, und m die erste von Null verschieden
Ableitung von B, (\;). B, () ist das pr-te Element der Adjungierten zu
(A — M),

j und m in (4.34) und (4.35) sind im allgemeinen von j und m in (4.30) und
(4.31) verschieden, und es gelten die Ungleichungen

(4.34) < j(4.30)
(4.35) > m(4.31) } (4.36)

Linearer Widerstand:

Fiir den 3D Fall bereitet es nun keine Schwierigkeiten, explizit die Bedingungen
hinzuschreiben unter denen es ein vom exponentiellen Wachstum abweichendes
Verhalten des Widerstandes gibt.

Nimmt man an, dafl in 0-ter Naherung der Abstand benachbarter Streuer nicht
mit der Potentialform gekoppelt ist, dann ist der Widerstand direkt proportional
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zum (0,0)-ME der N-ten Potenz einer 3D Matrix A. Es gilt also
(p)n ~ [AN}

Mit Anhang B und den Ergebnissen des niachsten Abschnittes sind die EW von
A entweder reell oder konjugiert komplex, und ein EW von A, der grofite, der in
das (0,0)-ME eingeht, ist reell und grofler gleich 1. A hat auflerdem stets eine
besondere Gestalt [s.(4.12)] und es gilt [s.(4.13)]

(4.37)

Boo(A) = A* — 2Re(a)\ + |a]* — |c|? (4.38)
und
B'(\) =2 [\ — Re(a)]. (4.39)

Bezeichnen wir jetzt noch die EW von A mit A\;,Ay und A3, dann sind genau die in
den Tabellen (4.1) bis (4.4) klassifizierten Fille nicht-exponentiellen Wachstums
moglich.
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4.6 Bounds for the eigenvalues which occur in
the (0,0)-matrix element

Aus den Eigenschaften der Legendre-Polynome und den konischen Funktionen

lassen sich einige Einschrénkungen fiir die EW, die im (0,0)-ME vorkommen

angeben, die weitgehend unabhangig vom konkreten Mittelungsprozefl sind.

Einzige Voraussetzung ist, dafl die Mittelung auf die Berechnung der N-ten

Potenz einer Matrix fithrt, und dafl NV ausschliefllich im Exponenten dieser Matrix

auftaucht.
Eine Integraldarstellung der Legendre-Funktionen ist [VILENKIN(1969)]

P,(2) ! /7r (z — V22 —1cosp)” dyp, (4.40)

" 21 )

woraus wir als erstes fiir alle Legendre-Funktionen
P,(1)=1 (4.41)
ablesen. Fiir |z| > 1 finden wir das asymptotische Verhalten zu
P,(z) ~ 2. (4.42)
Insbesondere gilt daher fiir z =14 2p
P,(1+2p) ~ p”, p> 1. (4.43)

Fiir die Legendre-Polynome und damit fiir das (0,0)-ME der endlichdimensionalen
Darstellungen heif3t das

P(1+42p) ~ p", p>1 (4.44)
und fiir das (0,0)-ME der unitéren Darstellungen zum Index v = —1
1
Poi(l+2p) ~ —, p>1. (4.45)
2 v
Fiir den Limes p — oo hat dies
lim P,(1+2p) =00 (4.46)
p—o0
und
Jim Py (1+20) =0 (4.47)
zur Folge.

Ich zeige jetzt, da fir p € |0,00[ P,(1 + 2p) streng monoton wichst und
P_1(1+ 2p) streng monoton fallt. Dazu differenzieren wir (4.40) nach z

2

Pl(z) = % /_W(z — V22 —T1lcosp) 11— \/% cos @) dp. (4.48)

63



Fiir z € ]1,00] , was p € |0, 00| entspricht, ist der Integrand fiir alle ¢ positiv.
Wir haben daher

sign(P/(z)) = sign(v), (4.49)

oder anders ausgedriickt
Pl(1+2p) >0 V p €0, 00, (4.50)
PL%(l—i-Qp) <0 V p €0, 00, (4.51)

was die strenge Monotonie beweist. Zusammen mit (4.41),(4.46) und (4.47)
heifit das fiir den Wertebereich der Legendre-Polynome und der konischen Funk-

tion zum Index v = —%

1 <P, (142p) < o0 V pel0,00], (4.52)
0< P i(l+2p) <1 V p € 0,00]. (4.53)
Wendet man auf (4.40) die Dreiecksungleichung an, d.h.

‘/f(z)dz

so folgt noch fiir die konischen Funktionen

< 17 d=. (4.54)

0 < |Poyyyy(1+20) < Pi(142p) <1 Y pel0,00]. (4.55)

Ebenso folgt mit Induktion fiir die Legendre-Polynome aus der bekannten Rekur-
siongleichung

(n+1)P1(1+2p) = 2n+ 1)(1+2p)P.(1 +2p) —nP,—1(1+2p) (4.56)
die Ungleichung

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir p = 0 erfiillt ist. Mit erneuter Induktion
bekommen wir die noch scharfere Ungleichung

Pop1(1+2p) > Pi(142p)Pa(1 + 2p) Vpe 0,00 (4.58)
und damit letztendlich
P(1420) > [P(1+20)]"  Vpe 0,00, (4.59)

wobei das Gleichheitszeichen wieder nur fiir p = 0 erfiillt ist.
Da die Ungleichungen (4.52),(4.53),(4.55), (4.57) und (4.59) V p € [0, 0]
gelten, sind sie sicher auch fiir die Mittelwerte richtig. Daher gilt

0 < Py pig(1+ 20))| < (Py(1+20))w < 1, (4.60)

1
2
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1< (Pu(1+2p))x < (Puna(1+2p))y < o0, (4.61)
1< (P14 20" < (Pall + 20))y (4.62)

(4.60) erhalten wir aus (4.53) und (4.55), wenn wir

[ o3 f0)dn| < [ pxo)17(0)ldp (4.63)

berticksichtigen.

Die Ungleichungen (4.61) und (4.60) haben nun drastische Einschriankungen

fur die EW, die im (0,0)-ME auftauchen koénnen, zur Folge. Fiir das (0,0)-ME
der endlichdimensionalen Darstellungen haben wir mit (4.33)

(Pl 2000w = 32 (DAY (4.64)
k=1

Da (4.64) fur alle N giiltig ist, erzwingt diese, zusammen mit der Ungleichung
(4.61), fiir die EW, die im (0,0)-ME vorkommen:

Die EW, die im (0,0)-ME der gemittelten endlichdimen-
sionalen Darstellungen vorkommen, sind entweder reell oder
konjugiert komplex.

Der grofite EW, der im (0,0)-ME der gemittelten endlichdi-
mensionalen Darstellungen der Gesamttransfermatrix vorkommt,
ist stets reell und grofler gleich 1, und es gilt die Ungleichung?

Al > A > 1, (4.65)

Mit A"l bezeichne ich den gréBten EW, der in (P, (142p)) v vorkommt. Beriicksichtigen

max

wir jetzt, daB P, (1+2p) ein Polynom in p vom Grad n, und somit (P,(1+2p))y
eine Summe von Momenten ist, so heifit dies fiir die Momente des Widerstandes:

Die Momente des Widerstandes wachsen

stets exponentiell mit N, es sei denn, “Eins” (4.66)
ist EW der in die N-te Potenz zu erheben- '
den Matrix.

(4.66) ist das Analogon zu dem bekannten Theorem von FURSTENBERG (1963).

Ich bemerke zuerst, dal das Furstenberg Theorem nur eine Aussage iiber die

Norm des Produktes von Zufallsmatrizen der SL(n, R ) liefert. Nicht so fiir deren
Darstellungen!!

Dann weise ich an dieser Stelle noch einmal darauf hin, dafl es fiir expo-

nentielles Wachstum der Momente des Widerstandes zwar notwendig, aber nicht

3Falls man noch ([P1(1+2p)]")n > (Pi(1 + 2p))% [5.(4.62)] zeigen kann, gilt zusitzlich
Nih = [Aihe] > 1.
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hinreichend ist, dafy ein EW, der in die N-te Potenz zu erhebenden Matrix reell
und grofer 1 ist. Dieser braucht ja im (0,0)-ME gar nicht vorzukommen. Dagegen
liefert (4.66) eine hinreichende Bedingung, wenn wir “Eins” als EW ausschlielen
konnen. Dann bleibt nur noch die Frage offen, welcher der reellen EW grofler 1
dominiert.

Fiir die unitaren Darstellungen ist die Argumentation noch nicht vollig klar,
wobei ich feststelle, daf§ die gemittelten Matrizen, aufler der in Anhang B genan-
nten Symmetrie, i.a. keine besonderen Eigenschaften besitzen. Insbesondere sind
sie weder hermitesch noch unitér, aber beschriankt. Uber die Art des Spektrums
ist bisher auch nichts bekannt. Unter der Annahme, dafl eine Spektralzerlegung
existiert, gilt aber eine zu dem endlichdimensionalen Fall analoge Uberlegung.
Die Ungleichung (4.60) liefert dann fiir alle EW A=z die im (0,0)-ME der
gemittelten unitaren Darstellungen der Gesamttransfermatrix auftauchen

‘)\[—%Jriq}

<1. (4.67)

Dabei miissen die zu den EW mit Betrag 1 gehorenden Jordan-Blocke entweder
diagonalisierbar sein oder diirfen keinen Beitrag liefern.* Analog dem endlichdi-
mensionalen Fall schliefen wir:

Die EW, die im (0,0)-ME der gemittelten unendlichdimen-
sionalen Darstellung P*’_%(Tge&) der Gesamttransfermatrix
vorkommen sind entweder reell oder konjugiert komplex.

Der grofite in (P_1(1+ 2p))y vorkommende EW ist reell und

0< A < 1. (4.68)

_1
DaB Al echt groBer Null sein muf; folgt aus der scharferen Ungleichung (4.53).

Nicht zuletzt gilt
—1+iq)

_1
0< Pha™) <A <1 (4.69)

Der mittlere Teil von G1.(4.69) wurde bereits von KIRKMAN & PENDRY (1984b)
gefunden.

Bisher ist nicht klar, welche Konsequenzen (4.69) nach sich zieht, wobei
man beriicksichtigen muf}, dafl man iiber ¢ noch zu integrieren hat. Unklar ist
weiter, wie sich bei den unitaren Darstellungen, die bei den endlichdimensionalen
Darstellungen gefundene Besonderheit des EW “Eins” auflert. Hierzu sind noch
weitergehende Uberlegungen notwendig.

4Bei unendlichfacher Entartung gilt dies auch fiir alle EW mit ‘)\[’%“‘ﬂ < 1. Ich mochte

bemerken, daf es im unendlichdimensionalen Fall, auch wenn alle EW Null sind, zu Wachstum
einzelner ME proportional N! kommen kann.
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The resistance at high density of
scatterers!

5.1 Introduction

In diesem Abschnitt betrachte ich ein Modell [s. Bild (5.1)], in dem N ¢-
Potentiale der Starke Vs so auf ein Langenelement der Lange L verteilt sind,
dal die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Potential an einem bestimmten Punkt sitzt,
fiir alle Punkte gleich ist. ObdA koénnen wir 0 als linkes Ende des Segmentes
wéhlen.

‘/5 ..........

Figure 5.1 : N §-potentials of strength Vs distributed onto a length element with the
fixed length L.

!Der Inhalt dieses Kapitels entspricht im wesentlichen einer ausgearbeiteten und erweiterten
Version eines Vortrages, den ich in Lausanne, bzw. des ersten Teils eines Vortrages, den ich in
Aachen hielt.
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Fiir die Verteilungsfunktion gilt dann

N!

pN(ﬂfl, cee ,QTN)

Diese ist normiert, wie man leicht an dem Normierungsintegral

L TN T2
/0 de/O d:UN,l.../O dxipy(z1,...,2y) =1 (5.2)

erkennen kann.

Dieses Modell wurde bereits,ohne Angabe von Ergebnissen, von ERDOS &
HERNDON(1972) (Modell A) erwdhnt. Dann wurde es von SAK & KRAMER(1981)
(Ensemble 1) in dem Grenzfall niedriger Dichte der Streuer (kﬂL < 1) untersucht,
ohne dafl Abweichungen vom Landauer-Verhalten (s. Einleitung) beobachtet wur-
den.

Der andere Grenzfall hoher Dichte der Streuer (% > 1) wird dann erstmals
wieder von ERDOS & HERNDON(1982) (jetzt Modell C) erwdhnt. Nach beiden
Autoren weist dieser Grenzfall einige besondere Eigenschaften auf. So zitieren sie
numerische Studien von EBERLE & ERDOsS(1981), die zeigen wiirden, dafl bei
wachsender Konzentration der Streuer

Phve ~ eV, (5.3)

Yoo
und noch tiberraschender, dafl

e — ke uw

<p>%V,L F—oo

(5.4)

gelten soll, wobei wir mit (p)n den Mittelwert des Widerstandes bei fester
Systemlange bezeichnen. D.h., dafl in diesem Limes die Standardabweichung
bezogen auf den Mittelwert gegen Null geht, so dafl in diesem Grenzfall der
mittlere Widerstand stellvertretend fiir die einzelnen Mitglieder des Ensembles
ware.

Der Widerstand hoher Dichte ist dann ausfithrlich von EBERLE(1982) in
dessen Dissertation (unverdffentlicht) untersucht worden. Eberle gelang es, auf-
grund des ungiinstigen Zuganges aber lediglich (5.3) analytisch zu verifizieren.
Fiir die relative Varianz gab er numerische Studien an, ohne diese zu belegen.

Zuletzt wurde das Modell von FELDERHOF & FORD(1986) aufgegriffen. Fiir
den Grenzfall hoher und niedriger Dichte erzielten sie analytische Ergebnisse fiir
das charakteristische Wachstum des mittleren und des quadratisch gemittelten
Widerstandes. Fiir den mittleren Widerstand konnten sie (5.3) bestétigen und
fir (p?)y 1 fanden sie, daB (p?)n im Limes hoher Dichte mit derselben Rate
wachst, wie (p)?\, .- Dies lief} ein Verhalten der relativen Standardabweichung
geméf (5.4) fiir moglich erscheinen.
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In den nun folgenden Zeilen mochte ich den Hintergrund fiir dieses merk-
wiirdige Verhalten aufdecken. FELDERHOF & FORD(1986) haben bereits ver-
mutet, daf fiir % > 1 der Widerstand dem des optischen Potentials entspricht.
Das optische Potential ist das Rechteckpotential, das zu dem mittleren Poten-
tial der Kette von d-Potentialen gehort. Diese Vermutung werde ich voll und
ganz bestatigen, indem ich zeige, daf§ die Gesamttransfermatrix des betrachteten
Systems asymptotisch fiir N — oo, L fest gegen die Transfermatrix des Rechteck-
potentials konvergiert.

5.2 Probability distributions

Die grofite Schwierigkeit bei der analytischen Behandlung dieses Modells ist, dafl
die Verteilungsfunktion weder in Verteilungsfunktionen fiir die Abstande benach-
barter Streuer, d.h.

pN(3?1, e 737N) = p1(5172 - 33'1) e 'pr1(SEN - fol)

noch in Verteilungsfunktionen fiir die einzelnen Orte der Streuer, d.h.

pn (w1, pn) = pu(wn) - p(Tw)

faktorisiert, so daf} sich das Mittelungsproblem vorerst nicht auf die Berechnung
der N-ten Potenz einer Matrix zuriickfiihren 1a8t.

Entschieden vereinfacht wurde das Problem durch die Uberlegungen von FELDER-
HOF & FORD(1986). Beide Autoren zeigten, wie man bei Verteilungsfunktionen
der Gestalt

py(T1,.. ., 2N) = Hf(xj —xj-1), (5.5)

die Systeme beschreiben, in denen die Abstande benachbarter Streuer unabhangige
Zufallsvariablen sind, iiber Unterensemble fester Lange, d.h.

) pn (1, ... xN)
pn(L)

mittelt. Der Normierungsfaktor py(L) ist dabei einfach die Ldngenverteilung
der Verteilung (5.5). Das Verfahren lauft letztendlich auf die Berechnung einer
inversen Laplace-Transformation des (0,0)-ME der N-ten Potenz einer Matrix
hinaus.

In ihren weiteren Uberlegungen nutzten Felderhof & Ford aus, daB die Verteilungs-
funktion (5.1) im Limes N — oo, L — oo, N/L = konst. einen Poisson-Prozef3
beschreiben wiirde. Bei diesem sind auch die Abstdnde benachbarter Streuer

pN7L(x1,...,xN) :6([[)1)5(1‘]\]—[/ (56)
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(Ereignisse) unabhéngige Zufallsvariablen und die Verteilungsfunktion des Ab-
standes { = x; — x;_1 zweier benachbarter Streuer ist durch eine Exponen-
tialverteilung

f(&) =nem (5.7)

gegeben. n ist die mittlere Dichte der Streuer, und es gilt

L
(€)’

wobei (£) der mittlere Abstand zweier benachbarter Streuer ist. Ich zeige jetzt,
den Uberlegungen FELDERHOF & FORD’S(1986) folgend, daf man aus (5.7)
durch Einschrankung auf ein festes Léngensegment die Verteilungsfunktion (5.1)
erhalt.

Die Léngenverteilung zu (5.7) bekommen wir, wie iiblich, aus (5.5) mittels
der inversen Laplace-Transformation der charakteristischen Funktion (e™*L)y (s.
a. die Berechnung von py(p) in I11.4),

n = (5.8)

1 +i00

pn(L) = —/ e e vds. (5.9)
211 J—ico

Aufgrund der Faktorisierung von (5.5) ist die Berechnung von (5.9) sehr einfach,

und das Ergebnis lautet

N1 -z LV
L)y=n"e"" ——. 5.10
pulL) =¥t (5.10)
Setzen wir jetzt (5.10), (5.7) und (5.5) in (5.6) ein und beriicksichtigen, daf
sich wegen

e~ M@jr1—x)) (@i —wj-1) — o—n(@j41—xj-1)

die inneren Streuer alle wegheben, so finden wir?

N — 2)! entan—a)
pnL(T1, - TN) = ( LN—Q)

=7 d(z1) d(xy — L). (5.11)
Fithren wir noch an der Stelle 7 und zy “virtuelle” (f = 0) Streuer ein und
integrieren (5.11) iiber z; und xy, dann resultiert exakt die Verteilungsfunktion
(5.1) fiir N —2 Streuer. Damit ist die vollkommene Ubereinstimmung des Modells
C von ERDOs & HERNDON(1982) und EBERLE(1982) mit dem N, L-Ensemble
des Pd-Modells von FELDERHOF & FORD(1986) gezeigt.

2Fiir die Verteilungsfunktion (5.11) sind die Abstéinde benachbarter Streuer keine un-
abhéngigen Zufallsvariablen mehr. Die Néchste-Nachbar-Verteilung von (5.11) ist nicht mehr

N-1
durch (5.7), sondern durch fy (§) = [1 —@(f—L)]n( - %E) gegeben, und es gilt
im  fyr(§) =ne ™.
N — oo

n = konst.
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Da wir im 4-ten Kapitel gesehen haben, wie sich die N-te Potenz einer Matrix
berechnen 1a3t, wiirde es uns prinzipiell keine Schwierigkeit bereiten, die Rech-
nungen von FELDERHOF & FORD zu vervollstindigen. Auf diesem Weg wurden
zwischenzeitlich auch von VOSSEN(1989) Fortschritte erzielt. Der besonders in-
teressante Limes hoher Dichte 148t sich jedoch mit einem Trick noch einfacher
auf andere Art und Weise berechnen.

Dazu schauen wir uns die Langenverteilung (5.10) des freien Systems genauer
an. Mit dieser Verteilung finden wir

(L) = —, (5.12)
(%) = N(]\T;_l) (5.13)

und damit 12 2 .
ai:< ><L_>2< ) =7 (5.14)

Aus (5.14) ziehen wir den Schluf:

Die Modelle mit freien und festen Enden kommen sich im
Limes N — oo, (L) = konst. beliebig nahe.

Es geniigt also, das freie Modell im Limes N — oo, (L) = konst. zu betrachten.

5.3 Averaging and optical potential

Die Gesamttransfermatrix des freien Modells ist in allen Darstellungen durch [s.
(2.45) und (3.13)]

P:I:,I/(Tges.) — e—ikZ‘NO'z eiﬁQe—ikaO'z ez,@Q L. e—iksz'z eiﬁQe—ik‘mlo'z (5.15)

gegeben. o, und Q sind die zu P gehorenden Darstellungen von o,und Q und
durch

=~ _ d v/ ito,
7 d(it) ( ) t=0" (5.16)
5 — 9 prom
Q = 55 P (e )’,8:0 (5.17)

definiert.
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Mitteln wir jetzt das (0,0)-ME der ganzzahligen Darstellungen der Gesamt-
transfermatrix mit der durch (5.5) und (5.7) definierten Verteilungsfunktion,
dann bekommen wir

(P (T} = | (1657 2 (518
00
mit R o R n
k€0 :/ BT TR /S — 5.19
(™) = | meT™e §= o T ie. (5.19)
Dabei wurde berticksichtigt, dafl
[e—ilmNaz]OO _ [e—ikxﬁz]oo _ <e—ik§N5'Z>00 —1

gilt, so daB die Randmatrizen wegfallen und ein (e~**$¥9+) erginzt werden kann.
Wir verwenden noch (5.12) fiir grofie N, und erhalten

N ke,

N N N
(P (Tye)) = (“ eim) . (5.20)
(L) 00

(5.20) ist die Basis fiir alle im folgenden betrachteten Grenzwerte.
Zuvor schauen wir uns das optische Potential, das zu N d-Potentialen auf dem
Langensegment der Lange L gehort an. Fiir jedes Mitglied des Ensembles gilt

N
V(a:):V(;Z(S(x—xj) 0<z,<z9...<2ny <L. (5.21)

Jj=1

Das optische Potential ist dann der rdumliche Mittelwert von V' (x)
1 rL N
Uopt. = L/O V(l’) dr = f V;; (5.22)

Es ist sehr niitzlich sich zu vergewissern, daf sich das optische Potential auch als
Ensemble-Mittel mit der Verteilungsfunktion (5.1) ergibt

N! L TN T2
V(x))np = ﬁ/o de/O d:z:N_l---/O de,V ()

N
= =V (5.23)

Das gleiche Ergebnis erhélt man auch, wenn man (5.5), (5.6) und (5.7) benutzt,
wobei man zweckméfBigerweise eine Laplace-Transformation zwischenschaltet und
den Faltungssatz verwendet. Einsetzen von 3 = mV;/h%k [s. (2.55)] in (5.22)
gibt
N 1’k
Uoppt. = — — 0. 5.24
pt. L m 5 ( )

72



Aufgrund der Eigenschaften der Léngenverteilung (5.10) kénnen wir in (5.22)-
(5.24) im Limes N — oo, (L) = konst. L durch (L) ersetzen und bemerken,
dafl im gleichen Limes das optische Potential linear mit der Anzahl der Streuer
wachst. In den néchsten beiden Abschnitten betrachten wir einen Grenzwert und
eine asymptotische Entwicklung.

5.4 Statistical properties of
the resistance in limit
N — o0, (L)y = konst., Usp. = konst.

Um bei wachsender Anzahl der Potentiale das optische Potential konstant zu
halten, miissen wir die Starke der J-Potentiale reskalieren. Dazu setzen wir

5
5= 5 (5.25)
U h27k ﬁ (5.26)
T T () |
und lassen ~ wieder weg. Damit gilt
N
+,v 1 Zﬁa
(Pa” (Tgo)) = | | g €' . (5.27)
1-— ZTUZ 00

Entscheidend ist jetzt, daf§ fiir k(L)/N = 2m(€) /A < 1 [fiir das Gleichheitsze-
ichen siehe (5.8) und (5.12)] in erster Ordnung

1
1 — Mg

N z
Darstellung einer SU(1,1)-Matrix ist. (5.28) ist allerdings nur fiir die endlichdi-
mensionalen Darstellungen richtig, da &, fiir die unendlichdimensionalen Darstel-
lungen unbeschrankt ist [PESCHEL(1989)]?. Mit (5.28) und (5.27) konnen wir
daher fiir die endlichdimensionalen Darstellungen

B(L) =~ 1
_ e o (N2) (5.28)

. ~ .B8A 1 N
lim  (Pj(Tee)) = lim {{ez’%@azezﬁo ro (L)) }
L= N N 00
(LY = konst.
Uopt. = konst.

3Bisher ist nicht klar, inwieweit sich (5.28) bzw. die im folgenden fiir die endlichdimensionalen Darstellungen
erzielten Ergebnisse fir die unendlichdimensionalen Darstellungen retten lassen, und dies, obwohl man zumindest
fiir die unitéren Darstellungen richtige Ergebnisse erzielt, wenn man die Schwierigkeit, dafl O . unbeschriinkt ist,
einfach ignoriert. Womoglich hangt dies damit zusammen, dafl man, wie numerische Studien von KIRKMAN &
PENDRY(1984b) zeigen, die gemittelten unitdren Darstellungen sehr gut dadurch approximieren kann, da man
an Stelle der ganzen Matrix nur eine endlichdimensionale Teilmatrix um das zentrale (0,0)-ME betrachtet.
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(5.29)
schreiben. Aufgrund der Darstellungseigenschaften gilt
KLY A B4 1\1Y _ ‘ N
67,"33\?>0'Z61%Q + O <]\/?):| _ P}i—n [<ezk%>0Z61§Q) ,
und damit
lim  (PH(Tee)) =  lim  Pio (ikx“az z‘féo>N
N 1,000 ¥ ges. = Ny Troo € €
. N
= Pl lim <ezk§§>0261qu>
(5.30)

Wir bekommen daher den Mittelwert des (0,0)-ME einer beliebigen endlichdimen-
sionalen Darstellung der Gesamttransfermatrix als (0,0)-ME der gleichen Darstel-
lung, der, in geschweiften Klammern stehenden, SU(1,1)-Matrix auf der rechten
Seite.

Der Widerstand ist scharf, was am einfachsten zu verstehen ist, wenn wir

Gt
als Transfermatrix eines periodischen Potentials [vgl.(2.75)] von NV §-Potentialen
der Stérke G/N und des Abstandes k(L)/N auffassen. Die weitere Auswer-

tung von (5.30) bereitet, auch ohne Riickgriff auf die Ergebnisse von I1.4, keine
Schwierigkeiten. Es gilt

N
. B iﬁQ)N . k(L)o.+ /Q (1)
Nhinoo (e N 9ze'N = Nh_r)xloo lH—ZN +0 e
= kDo+0Q (5.31)

“Der Trick, auf niederdimensionale Darstellungen zuriickzugehen, wurde mit grofem Erfolg auch von KAUF-
MAN(1949) am Ising-Modell angewendet. Hier wie dort wird das Problem dadurch entscheidend vereinfacht.
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Damit ist der Grenziibergang wirklich ausgefiihrt.

(5.31) ist im wesentlichen die Transfermatrix fiir das optische Potential. Um
dies zu sehen, schreiben wir, angeleitet von den Ergebnissen aus I1.3, den Expo-
nenten aus

o)2 _ 2kB 2k

(L) (L) L)
k(L =
(Lo +5Q (2.57) 2k

Vergleichen wir dies mit (2.50), dann sehen wir, dafl
2m 2m
witw
ey, 2K
B2 P (5.26) (L)
gilt. (5.31) ist also in der Tat, bis auf die beiden Phasenmatrizen am Rande

s.(2.49)] die Transfermatrix des optischen Potentials. Der Widerstand ist daher
s.(2.53)]

K+ Kk? = (Uopt. — E)

(5.32)

) 1/ k\ . 9
NhIE N (P)N = Popt. = 1 (k‘ + K) sinh*(k(L)) (5.33)
(L) = konst.
Uopt. = konst.

mit

2m 2k )
K:\/hQ(UOpt.—E):Hm—k (5.34)

und es gilt, wie bereits zu (5.30) erwédhnt

lim  pn(p) = 0(p — popt.) (5.35)

N — oo
(L) = konst.
Uopt. = konst.

5.5 Statistical properties of
the resistance for
N — oo, (L)y = konst.

Alle Uberlegungen des vorhergehenden Limes bis einschlieflich (5.30) bleiben
richtig, wenn wir auf die Reskalierung der Potentiale verzichten, d.h. wenn wir
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B/N durch (3 ersetzen. (5.30) lautet dann

. . k<
Nhinoo <7Df 00(Tees.)) = Pf 00 Nhinoo (e Q) ] : (5.36)
(L) = konst. (L) = konst.

Wie vorher ist der Widerstand asymptotisch scharf, doch lassen sich die Expo-
nenten in (5.36) nicht einfach zusammenziehen, und wir miissen jetzt auf die
Ergebnisse von I1.4 zurtickgreifen. Mit (2.97) und (2.79) finden wir

Re(ga) = cos (%@) + Bsin (kw)

N
- 1+k<>ﬂ+(9( 1)

e (5.37)
_ 26k(L) 1
e = 1+ N+(9<N2). (5.38)
Weiter gilt dann
20k (L 1
() = 2 N< ) o (N) (5.39)
Im(ga) = Im {eikﬁvm (1-— Zﬁ)}
k(L) 1
- N—ﬁ+(’)<N2), (5.40)
und ﬁk( > .
ML)
gb= 5 (—if) = —ig+ 2N Lo <N2) (5.41)
Setzen wir (5.39)-(5.41) in (2.92) und (2.93) ein, dann bekommen wir zuerst
. 1
M —i3Q+0 <N> , (5.42)
und damit

22@ sinh ( 2ﬁk:(L)N> Q + hot

(5.43)
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hot: higher order terms (Terme héherer Ordnung).

Beim Vergleich von (5.43) mit (2.52) ist zu beachten, daff in dem jetzigen
Limes Uyt linear [s. (5.24)] mit der Anzahl der Streuer wéchst und in asymp-
totischer Naherung

2
K N h—? Uspt. + hot
(L) = konst.

28kN

= /T2t hot (5.44)

(L)
und "
2 = 0+hot (5.45)
K N — o
(L) = konst.

folgt, so daB (5.43) analog (5.31) im wesentlichen die Transfermatrix fiir das
optische Potential ist. Daher bekommen wir fir den Widerstand

(L) = konst.
o\ 2
= (%> sinh?(k(L)) + hot (5.47)
- 2ka<§> sinh? ( 26k(L>N) +hot,  (5.48)
py(p) = 0(p = pops.) + hot (5.49)
(L) = konst.

5.6 Remarks

1. Wie ich anfangs gezeigt habe, ist das Modell mit freiem Ende im Limes
N — oo, (L) = konst. asymptotisch gleich dem Modell mit festem Ende im
Limes N — oo. Asymptotisch gleich heifit in O-ter Ordnung.

Man muf daher erwarten, dafl beide Modelle in den Korrekturtermen hoherer
Ordnung in N/kL verschieden sind, d.h.

(L) = konst. L = konst.
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Dies bedeutet, wir konnen zwar bestimmen, wie schnell die relative Varianz
im Limes N — oo, (L) = konst., (Uops. = konst.), aber nicht, wie schnell die
relative Varianz im Limes N — oo, L = konst., (Uyp. = konst.) gegen Null
geht. Beide Raten konnen durchaus verschieden sein und, wenn man die rela-
tive Varianz nicht als Funktion des Widerstandes auffassen kann, dann 148t sich
die Konvergenzgeschwindigkeit im N, L-Ensemble nur mit der, allerdings viel
aufwendigeren, Methode von FELDERHOF & FORD(1986) berechnen.

Im Rahmen meiner Rechnung 1a8t sich also bisher, das von EBERLE & ERDOS(1981)
numerisch ermittelte asymptotische Verhalten der relativen Varianz geméfl (5.4)
nicht iiberpriifen.

2. Beide Grenzwerte gelten sowohl fiir abstoflende (5 > 0) als auch fiir anziehende
(8 < 0) 0-Potentiale. Fiir 8 < 0 (k rein imaginér) wird das Argument des Si-
nus - Hyberbolicus in (5.33), (5.47) und (5.48) rein imaginér, und der Sinus -
Hyberbolicus geht in den Sinus iiber, d.h. der Widerstand oszilliert, wie dies
bei einer Potentialmulde auch sein muf}. Die Amplitude der Oszillationen wachst
dabei linear mit der Anzahl der Streuer.

Dieses Ergebnis findet man bereits bei EBERLE(1982). Seine Gleichung
(4.65), die dies beinhaltet, verwirft er jedoch. Er konnte nicht glauben, daf§
der mittlere Widerstand nicht exponentiell wachst und hatte auch noch keine
Vorstellung davon entwickelt, dafl der Widerstand etwas mit dem Widerstand
des dazugehorigen optischen Potentials zu tun habe konnte.

Das gleiche scheint mir im seinen letzten Absatz auf S.53 der Fall zu sein, wo
er den Fall beschreibt, in dem er, bei konstanter Konzentration der Streuer, die
Lange des Systems vergrofiert.

Dort studiert er erneut seine Grenzen (4.62) und (4.63) und sagt dann, diese
wiirden eine obere Grenze (p)y ~ ¢*N und eine untere Grenze von (p)y ~ e®VN
liefern. Die untere Grenze erklart er darauthin als zu “schlecht”.

Ich habe aber den Eindruck, daf} sich in den beiden Grenzen lediglich das
Verhalten des Widerstandes bei niedriger und hoher Dichte ausdriickt, wie es
von FELDERHOF & FORD(1986) gezeigt wurde, doch sind Eberles Angaben zu
diirftig, bzw. die von ihm gewonnenen Formeln zu komplex, um dies zweifelsfrei
klaren zu konnen.

3. Man erhélt die Ergebnisse (5.43)-(5.48) der zweiten Grenzwertbetrachtung
auch dadurch, dal man in den Ergebnissen (5.31)- (5.34) der ersten Grenzwert-
betrachtung Uy durch NUgp. ersetzt und fiir grofie N entwikkelt.

Mir ist es aber trotz intensiver Bemiihungen nicht gelungen, diese “banale”
Ersetzung im Rahmen erlaubter mathematischer Schliisse zu rechtfertigen. Wie
man an einfachen Gegenbeispielen sehen kann, fiihrt eine derartige Ersetzung i.a.
auch zu falschen Ergebnissen. Umgekehrt erhélt man (5.31)-(5.34) auch nicht
durch nachtrégliche Reskalierung des optischen Potentials in (5.43)-(5.48).

Alle Versuche die beiden Expontentialfunktionen in (5.36), z.B. durch Baker
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- Campbell - Hausdorff-artige Formeln zusammenzufassen — dies hétte die obige
Ersetzung u.U. rechtfertigt — brachten keine brauchbaren Ergebnisse.
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Landauer’s formula

Die Grundidee bei der Ableitung von Landauers Formel besteht darin, dafl auf-
grund des Ohmschen Gesetzes
U = RI, (A.1)

sowohl der Strom [ als Folge einer angelegten Spannung U als auch die Spannung
als Folge eines flieBenden Stromes angesehen werden kann. R ist der (Ohmsche-)
Widerstand.

Wihrend man iiblicherweise als Physiker bei der Berechnung von Leitfahig-
keiten (z.B. die einfache Drude-Theorie) dazu neigt, die erste Betrachtungsweise
einzunehmen, geht Landauer von der anderen Betrachtungsweise aus, d.h. der
Strom wird vorgegeben und die sich einstellende Spannung mufl berechnet wer-
den.

Die wesentlichen Ziige, wie man gegenwartig den Zusammenhang zwischen
elektrischem Widerstand bei " = 0K und dem Verhéltnis von Reflexion zu Trans-
mission herleitet, findet man im Anhang A3 bei ERDOS & HERNDON(1982) und
sollen hier wiedergegeben werden. Fiir tiefgehendere Begriindungen verweise ich
auf die in der Einleitung/Ubersicht genannten Arbeiten.

Betrachten wir den in Bild 1.1 in der Einleitung/Ubersicht skizzierten 1D
Leiter. Der einfallende Strom sei j;, der reflektierte j, und der transmittierte j;.
Verkniipft mit den Stromen ist eine Elektronendichte n, auf der linken, n, auf
der rechten Seite des Hindernisses gemaf3

Jt
;= — A2
" ve ( )
und _
né pr— ]l jr’ (A..3)
ve

wobei man auf der linken Seite einfallenden und reflektierten Strom beriicksichtigen
muf}. Fir die Differenz der Elektronendichte An zwischen linker und rechter Seite
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bekommen wir damit

¢ " ve ve )
wenn wir
je = 1t ji, (A.5)
jr = ’r|2ji (Aﬁ)
und
[t =1 (A7)

beachten [s. Einleitung/Ubersicht und (2.32) - (2.34)]. v ist die Fermi-Geschwindigkeit
(T'=0K) und e die Ladung der Elektronen.
Die Schwierigkeit besteht jetzt darin, diese Dichtedifferenz in eine Potentiald-
ifferenz AU umzumiinzen. Dazu benutzt man die Relation
dn dn
An=—AF = —eA A.8
"B okt (4-8)
da die Elektronen ihre Energie um AFE beim Durchqueren des Leiters geandert
haben. In 1D gilt jetzt

dn 1
2tz A.9
pi (A.9)
dE
= A.l
e ho (A.10)
und daher
d an 1
I _dk
JE ~ dE = 7y (A.11)
dk
Aus (A.4), (A.8) und (A.11) folgt dann
27Th 2 .
Einsetzen von (A.12) und (A.5) in (A.1) gibt
AU 2 22
g AU _ 2mh . 2mh (A.13)

e el
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Simple conclusions from
representation theory

In I1.1 habe ich gezeigt, daf die Transfermatrizen die Eigenschaften
T=0,'T"0,, (B.1)

T =0."'T 0. (B.2)

besitzen. Sei mit ®(T) eine Darstellung von T bezeichnet. Aufgrund der Darstel-
lungseigenschaften gilt dann

O(T) = P(o,) ' (T)P(0), (B.3)
(M) = &(o.) ' O(T)'d(0.). (B.4)

Da die Pauli-Matrizen o, und o, nicht zur SU(1,1) gehoren, sind (B.3) und
(B.4) nur fiir Darstellungen der GL(2, € ), die eingeschrinkt auf SU(1,1) ir-
reduzibel bleiben, richtig. Dies ist insbesondere fiir alle endlichdimensionalen
Darstellungen im Raum der homogenen Polynome P,;(x) vom Grad 2j, j hal-
bzahlig oder ganzzahlig der Fall. (B.3) und (B.4) bleiben vermutlich aber auch
richtig, wenn wir fiir o, und o, die korrespondierenden Darstellungen in der
Lie-Algebra der SU(1,1) nehmen.
Mitteln wir jetzt (B.1) und (B.2)

(T) =0, (T") o, (B.5)
(M =0o.” (T Ho, (B.6)

dann stellen wir fest, dafl die erste Eigenschaft auch fiir die gemittelten Matrizen
giiltig bleibt. Die zweite dagegen bleibt nicht erhalten, dai.a. (T™') # (T)~! ist.
Analog verhélt es sich mit den Darstellungen (B.3) und (B.4).
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Die erste Eigenschaft hat eine Konsequenz fiir die EW und EV. Sei
Tv = \v, (B.7)
also A EW zum EV v. Dann gilt wegen (B.1)
To.v' = \No,Vv", (B.8)

d.h. A* ist EW zum EV o,v*. Dies iibertragt sich wegen (B.3) und (B.5) auch
auf sémtliche gemittelten Darstellungsmatrizen (®(T)). Wir halten fest:

Die EW aller gemittelten Darstellungsmatrizen sind entweder
reell oder konjugiert komplex. Ist A ein EW von ®(T) zum
EV v, dann ist A\* EW zu ®(o,)v*.

Erganzung:

Die 3D Darstellungen von o, und o, im Raum der homogenen Polynome P»(x)

vom Grad 2 [s. z.B. BARGMANN(1947)] haben, wenn wir als Basis Monome der

Gestalt 2} ™™ x2~™ wihlen und nach fallendem m anordnen, das Aussehen

001
P o,)=10 1 0 (B.9)
100
und
1 0 0
P*o,)=]|0 -1 0 |. (B.10)
0 0 1
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